Diskretwertige stochastische Vektorraume

Grundlagen, Ergodentheorie und Darstellungen

Inaugural-Dissertation
zur Erlangung des Doktorgrades
der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultét
der Universitdt zu Koln

vorgelegt von
Alexander Schonhuth
aus Bad Mergentheim

Druckerei Schénhuth, Bad Mergentheim

2007



Berichterstatter: Prof. Dr. U. Faigle
Prof. Dr. H. Jédger

Tag der miindlichen Priifung: 31.05.2006



Kurzzusammenfassung

Inhalt dieser Arbeit sind eine Ausarbeitung eines neuen auf Vektorrdu-
men basierten Formalismus zur Untersuchung stochastischer Prozesse sowie,
darauf aufbauend, Dimensionsbegriffe, die zur Definition neuer oder wenig
analysierter Prozessklassen fiihren. Diese Prozessklassen enthalten die weit-
hin beliebte Klasse der Hidden Markov Prozesse, die intuitiv leicht zugénglich
sind, sich rein mathematischen Untersuchungen gegeniiber jedoch unzugéing-
lich erweisen.

Wir zeigen in dieser Arbeit, dass mit Hilfe des neuen Formalismus deut-
lich einfachere Beweise fiir bereits bestehende Erkenntnisse erhalten werden
kénnen und fligen eine Reihe neuer Ergebnisse hinzu. Wir zeigen dariiber
hinaus Wege zum konkreten Einsatz der der neuen Klassen entstammenden
Prozesse fiir Lernalgorithmen auf.

Abstract

In this thesis we develop a new framework, within which the analysis
of stochastic processes based on vector spaces is made possible. Building on
it, we outline conceptions of dimension for stochastic processes and examine
the resulting classes of finite dimensional processes. These classes contain the
prevalent class of Hidden Markov Models, which are successfully employed in
statistical modeling and statistical pattern recognition. Although intuitively
easy ot perceive their mathematical analysis proves rather difficult.

We thus show that new insights can be gained from the vantage point
of our framework. We give simpler proofs for existing results and add new
theorems. Moreover, we point out how one may use finite dimensional pro-
cesses within practical applications by providing hints for the construction
of learning algorithms.
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Vorwort

The whole of science is nothing more than
a reformulation of everyday thinking.

Albert Einstein: Physics and Reality

Die folgenden rund 250 Seiten sind der offizielle Ausdruck einer mathe-
matischen Doktorarbeit. Tatsdchlich scheint mir, im Sinne des obigen Zitats,
die eigentliche “Doktorarbeit” woanders stattgefunden zu haben. In unzihli-
gen Diskussionen, in Vortragen und natiirlich vor allem in zahllosen bewuss-
ten und unbewussten Gedankengéngen zu den verschiedensten Tages- und
auch Nachtzeiten, denen ein Schriftstiick unmdglich gerecht werden kann.
Dennoch hoffe ich, so viel wie méglich davon transportiert und kein lebloses
Formelwerk abgeliefert zu haben.

Im Ubrigen ist dies einer der ersten Beitrige zur Mathematik des 21.
Jahrhunderts. Doch auch wenn man wahrscheinlich hin und wieder gerade
an den Grundfesten riitteln sollte, um eine Wissenschaft am Leben zu er-
halten, habe ich mit dieser Arbeit nichts dazu beigetragen. Alle Variablen
entstammen Mengen, die, geméf den Gepflogenheiten des 20. Jahrhunderts,
genau definiert werden und dem Zermelo-Fraenklin-Cantorschen Axiomen-
system gerecht werden. Auch wenn in neuerer Zeit “neoorthodoxe” Stimmen
laut werden (siehe z.B. [Jay06], Appendix B: Formalities and Mathematical
Style), dieses System wiirde der computerisierten Welt von heute nicht mehr
ganz gerecht und z.B. das Positivitdtsproblem, das im Kontext dieser Arbeit
aufgeworfen wird, gerade Ausdruck dieses Makels ist.

Alexander Schonhuth
Koln, den 27.03.2006
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KAPITEL 1

Einleitung

Diskretwertige stochastische Prozesse, das heifit von Gesetzen des Zu-
falls gesteuerte Symbolquellen, sind in weiten Teilen der Mathematik und
in den ihr interdisziplindr angeschlossenen Wissenschaften wichtige Gegen-
stdnde der Forschung. Ist man nicht in der Lage, den vermuteten determi-
nistischen Generationsmechanismus einer Klasse von Symbolsequenzen (als
evidente Beispiele wiren hier z.B. die Aminosdureabfolgen von Proteinen
oder die zeitliche Entwicklung bérsennotierter Werte zu nennen) zu erken-
nen, so kénnen meist nichtsdestotrotz Gesetzméfigkeiten ausgemacht wer-
den, die dem Reich des Zufalls zuzuordnen sind. Versteht man diese, so ist es
immerhin méglich, vorhandene Sequenzen zu klassifizieren und Vorhersagen
beziiglich neu entstehender Sequenzen zu treffen.

Eben die diskretwertigen stochastischen Prozesse sind nun Gegenstand
dieser Arbeit. Sie prasentiert im Kern einen neuen Formalismus, mit ihnen
umzugehen und zu rechnen. Das neue Kalkiil stiitzt sich dabei auf eine ein-
fache und elementare Erkenntnis. Ist ¥ die (endliche) Menge von Symbolen,
die zu erzeugen die Prozesse in der Lage sind, und ist >* die Menge der
“Worter”, die mit diesen Symbolen gebildet werden konnen, so betrachten
wir den Raum der reellwertigen Funktionen iiber dieser Menge der Worter

Iy =R¥ ={g: 2" — R

Auf diesem l&sst sich ein linearer Operator einfithren, dessen Fixpunkte sich
als stochastische Objekte entpuppen. Die stochastischen Prozesse mit Wer-
ten in X lassen sich nun gerade mit den positiven, normalisierten Vektoren
dieses Untervektorraums der Fixpunkte identifizieren. Das Studium solcher
und verwandter Untervektorrdume und der darin enthaltenen stochastischen
Prozesse ist der Inhalt dieser Arbeit.

1.1. Motivation und Zielsetzung

Ursprung und Ausgangspunkt war die Erforschung einer Klasse stochas-
tischer Prozesse, die auf einem Anfang der 60er Jahre geschaffenen Dimen-
sionsbegriff beruht und sich als Klasse der “endlich-dimensionalen” Prozesse
vorgestellt hat. Der Dimensionsbegriff 1dsst sich mit dem hier vorgestellten
Formalismus besonders klar erfassen und so sind die endlich-dimensionalen
Prozesse ein zentraler Bestandteil dieser Arbeit. Dabei bezeichnen wir allge-
mein ein Element g € Iy, als endlich-dimensional, falls der Spaltenraum (und
damit auch der Zeilenraum) der Matrix

Py = (g(db))a,BeE* e R¥

1



2 1. EINLEITUNG

endlich-dimensional ist, wobei fiir zwei Worter @ = aq...a; € X, b = by...bs €
¥¢ mit ab = a;...a;b;...bs gerade die Verkettung der beiden Worter gemeint
sei. Endlich-dimensionale Prozesse sind dann gerade diejenigen, deren asso-
ziierte Vektoren endlich-dimensional sind.

1.1.1. Motivation: Endlich-dimensionale Prozesse und Hidden-
Markov-Prozesse. Das Interesse an den endlich-dimensionalen Prozessen
hat gute Griinde. Zum einen erlauben sie endliche Parametrisierungen, koén-
nen also mit Hilfe einer endlichen Menge von Kennzahlen komplett beschrie-
ben werden, was fiir einen beliebigen stochastischen Prozess nicht klar, aber
nun einmal Grundvoraussetzung fiir praktische Anwendungen ist. Zweitens
beinhalten sie als (echte) Unterklasse die Hidden-Markov-Prozesse, eine Klas-
se von Prozessen, die sich aufgrund ihrer intuitiven Formulierung in weiten
Anwenderkreisen sehr beliebt gemacht haben [Rab89], [Jel97], [EAM95],
[MZ97].

Hidden-Markov-Prozesse sind, wahrscheinlich gerade wegen ihrer anschau-
lichen Formulierung, mathematisch betrachtet eher stérrische Objekte. Thre
in der Terminologie der Mathematik unflexible Handhabung hat deshalb eine
Reihe von Nachteilen zur Folge. Niitzliche Erkenntnisse hinsichtlich einer Rei-
he von geldufigen Begriffen aus der sie umgebenden Welt der stochastischen
Prozesse, der Ergodentheorie und der Informationstheorie bleiben verwehrt
bzw. bendtigen umsténdliche und komplizierte Beweise. Dieses Problem hat
die Klasse der endlich-dimensionalen Prozesse nicht. Was an Anschaulich-
keit verloren geht, wird durch mathematische Flexibilitdt aufgewogen. Diese
Arbeit wird zeigen, dass etliche Erkenntnisse der Ergodentheorie mit ein-
fachsten Mitteln erhalten werden kénnen. Erkenntnisse, die so fiir Hidden-
Markov-Prozesse bislang nicht bzw. nur mit ungleich viel mehr Aufwand
erhéltlich waren.

1.1.2. Motivation: Lernalgorithmen. Eben diese Problematik der
Hidden Markov Modelle ist auch der Grund fiir die Schwierigkeiten bei
der Konstruktion von geeigneten Lernalgorithmen. Algorithmen, die Hidden-
Markov-Modelle aus einer Menge von ihnen erzeugter Sequenzen lernen (re-
konstruieren), bendtigen entweder massive Vorgaben wie die Kenntnis der
Topologie [Bil98]|, [BP66], [Rab89], beschrinken sich auf (meist wirklich-
keitsfremde) Zusatzeigenschaften wie Stationaritit [Sch02] oder sind extrem
komplex und langsam [SO93]. Die mathematisch einfache Formulierung der
endlich-dimensionalen Prozesse verspricht auch hier Abhilfe, wie die Arbei-
ten von Herbert Jiger und seiner Arbeitsgruppen zeigen [Jae00], [Obe02],
[Kre03], [JZK ' 05]. Um sich von der allerdings auch dort benstigten Zusatz-
voraussetzung der Stationaritdt 16sen zu kénnen, ist die theoretische Kennt-
nis nichtstationdrer Vertreter endlich-dimensionaler Prozesse von Né&ten.

1.1.3. Zielsetzung. Ziel dieser Arbeit ist es, endlich-dimensionale Pro-
zesse einem griindlichen Studium beziiglich der fundamentalen Begriffe aus
der Ergodentheorie zu unterziehen, wiederum mit dem Fernziel, Lernalgo-
rithmen fiir die spezielle Klasse “hochgradig nicht-stationdrer” (wobei dieser
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Begriff einer genauen Definition noch entbehrte) endlich-dimensionaler Pro-
zesse zu konstruieren. Da die Ergodentheorie eine Briicke schliagt zwischen
den Kennzahlen eines stochastischen Prozesses einerseits und den Schatzwer-
ten von Grofen, die “entlang” von Sequenzen des Prozesses erhalten werden,
sind diesbeziigliche Ergebnisse fiir den Bau von fundierten Lernalgorithmen
notwendig. Dariiber hinaus beinhaltet eine Ergodentheorie endlich-dimen-
sionaler Prozesse einfache Beweisvarianten fiir Fakten, die so fiir Hidden-
Markov-Prozesse nicht oder nur kompliziert zu erhalten sind.

Dieses Studium nun kann mit Hilfe des oben angerissenen, neuen Model-
lansatzes effektiv betrieben werden. Etliche diesbeziigliche Ergebnisse bele-
gen den Nutzen des neuen Modells einerseits, und schaffen ein solides ergo-
dentheoretisches Fundament fiir den Bau von Lernalgorithmen auf der ande-
ren Seite. Dariiberhinaus ergeben sich durch den neuen Blickwinkel auf die
diskretwertigen stochastischen Prozesse etliche interessante Fragestellungen
und auch Lésungsansétze fiir die sie umgebenden Theorien. Ein besonderes
Beispiel hierfiir mag das informationstheoretische Kapitel 6 iiber die Existenz
von Entropieraten sein.

1.2. Geschichte und verwandte Arbeiten

Um einen Einblick in das Umfeld dieser Arbeit zu vermitteln und ihre
Leistung besser einordnen zu kénnen, wollen wir einen kurzen Abriss der
Historie der ihr nahestehenden Konzepte geben.

1.2.1. Endlich-dimensionale Prozesse. Die Geschichte der endlich-
dimensionalen stochastischen Prozesse ist kurz und schnell erzdhlt. Zwar ist
der Begriff der Dimension eines stochastischen Prozesses nicht sonderlich
neu, aber in der einschldgigen Literatur der stochastischen Prozesse oder
verwandter Gebiete niemals ausfiihrlich und explizit von Interesse gewesen.
Als Vater des Begriffes kommt sicherlich Heller mit seiner Arbeit aus dem
Jahre 1965 [Hel65] in Betracht. Die durch den Dimensionsbegriff geschaffe-
ne Klasse der endlich-dimensionalen Prozesse bekommt von ihm den Namen
“finitary processes”.

Die Erforschung dieser Prozessklasse muss in einen direkten Zusam-
menhang mit der Erforschung des Problems der Identifikation von Hidden-
Markov-Modellen, auf Englisch “identifiability problem”, gebracht werden.
Die Fragestellung dieses Problems ist es, unter welchen Bedingungen sich
zwei Hidden-Markov-Modelle als dquivalent erweisen, d.h. im Grunde den-
selben stochastischen Prozess kodieren. Eine Reihe von Arbeiten, denen auch
Hellers Werk zuzuordnen ist, beschéftigte sich mit diesem Problem, das von
Blackwell und Koopmans [BK57| aufgeworfen wurde. Gilbert [Gil59] zum
Beispiel griff das Problem auf und erweiterte die nur fiir Spezialfille angege-
benen Losungen aus [BK57] um einige allgemeinere Félle. Ebenso warf er
die Frage auf, wie beliebige stationdre Prozesse als Hidden-Markov-Modelle
erkannt werden konnten. Diese Frage wurde in den Arbeiten von Dhar-
madhikari [Dha63a], [Dha63b|, [Dha65] (beinahe erfolgreich) aufgegrif-
fen. Heller schlieRlich 16ste dieses Problem [Hel65], wenn auch seine Losung
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einem Stochastiker formal kompliziert erscheinen muss (Heller ist homolo-
gischer Algebraiker). Darauf aufbauend haben Fox und Rubin in den Ar-
beiten [Gil59], [Dha63a], [Dha63b|, [Dha65] zitierte Fragestellungen auf
Alphabete nicht-endlicher Kardinalitdten verallgemeinert [FR68|, [FR69],
[FR70]. Auch Erickson [Eri70| hat auf die Schriften von Dharmadhikari
sowie Fox und Rubin aufbauende Resultate erzielt, diesmal Verallgemeine-
rungen der Annahme diskreter Zeitschritte. Eine Zusammenfassung der Ar-
beiten kann auch in [Ros71] nachgelesen werden. In all diesen Arbeiten wird
der Begriff der endlich-dimensionalen Prozesse bereits, wenn nicht ausdriick-
lich, so doch implizit verwendet. Rund 35 Jahre spéter schlieilich haben
Ito, Amari und Kobayashi das Identifikationsproblem in voller Allgemein-
heit geldst [TAK92]. Sie konstruieren einen Algorithmus zur Uberpriifung
der Aquivalenz zweier endlich-dimensionaler Prozesse, und damit auch der
Aquivalenz zweier Hidden-Markov-Modelle, die sich in Hellers Schrift als ech-
te Unterklasse der “finitary processes” erwiesen haben. Die Prisentation des
Problems und seiner Lésung wirkt jedoch undurchsichtig, und tatséchlich ist
eine saubere Definition des involvierten Dimensionsbegriffs nicht zu erken-
nen. Parallel zu dieser Arbeit hat jedoch Balasubramanian [Bal93] ebenfalls
eine Losung des Problems zusammen mit einer préiziseren Definition des Di-
mensionsbegriffs und einem polynomiellen Algorithmus (im Gegensatz zur
exponentiellen Variante in [IAK92]) vorgestellt.

Im Rahmen dieser letzten beiden Arbeiten werden die endlich-dimen-
sionalen Prozesse unter dem Namen “Linearly Dependent Processes” (LDPs)
gefiihrt, ein deutlicher Hinweis darauf, dass bei der Formulierung dieser Pro-
zessklasse linear algebraische Begriffe eine Rolle spielen. Es ist zu bemerken,
dass die Hellersche Charakterisierung der Hidden- Markov-Modelle (HMMs)
innerhalb der involvierten Vektorrdume sehr unpraktikabel ist. Dies mag die
Probleme der HMMs beziiglich mathematischer Analysen erkldren helfen.

Nach Erfiillung dieser ersten Schuldigkeit wurden die LDPs fiir weitere
vier Jahre zu den Akten gelegt. 1997 sind sie unabhéngig voneinander in
zwei Arbeitsgruppen zu neuem Leben erweckt worden, einmal unter dem
Namen “Generalized Hidden Markov Models” (verallgemeinertes Hidden-
Markov-Modell) (GHMMs) [Upp97] im Umfang einer Doktorarbeit an der
Universitat Berkeley, und - ungleich viel ausfiihrlicher - als “Observable Ope-
rator Models” (OOMs) [Jae97a], [Jae97b] in Arbeiten von Herbert Jéger
in Bonn und Bremen. Die Arbeiten beider Gruppen hatten das Bestreben,
neue Lernalgorithmen fiir endlichwertige, diskretzeitige stochastische Pro-
zesse zu entwickeln. Wie bereits angedeutet, bezieht auch dieses Problem
seine Motivation aus einem Problemkreis der Hidden-Markov- Modelle. (sie-
he den Unterabschnitt 1.1.2). Hier versprechen die als OOMs formulierten
endlich-dimensionalen Prozesse Abhilfe; in den Jigerschen Arbeitsgruppen
ist eine Klasse von Algorithmen entstanden, die bessere Ergebnisse hervor-
bringen und weniger Vorgaben benétigen als die in den HMM-Gemeinden iib-
licherweise zur Anwendung kommenden. Siehe hierzu die Arbeiten [Jae00],
[Obe02], [Kre03] und [JZK'05].
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Als letzter Beitrag zur Theorie des Dimensionsbegriffes bzw. des line-
ar algebraischen Rahmenwerks sind noch die Ergebnisse der Arbeitsgruppe
Singh [JS04], [LSS01] zu erwdhnen. Hier wird der Begriff der “predictive
states” betont, der auch in unserem Modell auf einfache Art und Weise wie-
derentdeckt werden kann, um optimale Entscheidungen autonomer Agenten
treffen zu kénnen.

1.2.2. Hidden-Markov-Modelle. Die Motivation aller bisherigen Be-
strebungen der Erforschung endlich-dimensionaler Prozesse war, gewissen
Fehlerhaftigkeiten der Hidden-Markov-Modelle beizukommen bzw. Aussagen
iiber diese zu erzielen. Hidden-Markov-Modelle [Rab89], [Jel97]|, [EAM95],
[MZ97] , die Motivation aller sich auf endlich-dimensionalen Prozesse be-
ziehenden Arbeiten, sind eine Klasse statistischer Modelle, die sich in wei-
ten Bereichen und vielzdhligen Anwendungen bewidhrt haben, von denen
zundchst einmal die Spracherkennung [Rab89],[Jel97] zu zitieren ist. Die
Biologie kann inzwischen als zweites grofes Betatigungsfeld der HMMs ge-
nannt werden. Zu nennen sind die Analyse von Genexpressionszeitreihen,
ein Gebiet, in dem sich der Autor selbst gut auskennt [SSS03|, [SSS04],
[SCSS05], aber auch und vor allem die Proteinklassifikation [DEKM98a],
[PSS™02] und das Auffinden von Genen [RKTHOO], [BK97|. Die Model-
lierung von Finanzzeitreihen [Wic01], [Kna00], [KSSWO02] soll ebenfalls
erwahnt werden. Dariiberhinaus existiert eine groffe Anzahl unverdffentlich-
ter Anwendungen in der Industrie.

HMMs kommen berechtigterweise dann zum Tragen, wenn davon ausge-
gangen werden darf, gewisse Sequenzdatenmuster liefen sich mit Hilfe von
Grundzustdnden erkldren, die das zu modellierende System durchlauft (sie-
he Abbildung 1). Diese Sicht der Dinge ist intuitiv, und vor allem deshalb
sind die HMMs einer breiten Masse von Anwendern zuginglich. Der Vorteil
von variabel zu durchlaufenden (fiir den Anwender nicht sichtbaren, daher
“versteckten”) Grundzustidnden ist, dass solcherlei Modelle Datenmuster vor
allem qualitativ, bis zu einem gewissen Grade zeitunabhéngig, beschreiben.
Dies ist ganz offensichtlich von Vorteil, handelt es sich bei den Daten z.B.
um Sprachsignale - Worter oder auch nur Silben kénnen hastig oder gedehnt
und iiberbetont gesprochen werden.

Die Prominenz der HMMs erkldrt sich weiter mit der Existenz effizienter
Algorithmen fiir die Lésung zentraler Probleme, die im Zusammenhang mit
der Formulierung der HMMs aufkommen (die sogenannten “drei fundamenta-
len Probleme” der HMMs, [BP66]|, [ BPSW70], [Bil98], [Rab89], [Jel97],
[EAM95]). Thre intuitive Formulierung jedoch scheint, wie bereits mehrfach
angedeutet, mathematische Schwierigkeiten zu bereiten. Siehe [EMO02] fiir
eine dufkerst griindliche und umfassende Ubersicht theoretischer Erkenntnis-
se.

Algorithmen, die in gewissem Sinne hochgradig nicht-stationére stochas-
tische Prozesse aus einer meist gréferen Menge daraus generierter Sequenzen
relativ kurzer Linge (im Bereich 10-1000 Symbole) mdglichst ohne Vorgaben
lernen, sind eine Aufgabe, die der HMM-Gemeinde traditionell schwer fallt
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t ot 4
EIE I

ABBILDUNG 1. Ein sogenanntes “Links-Rechts” Hidden-

Markov-Modell mit drei versteckten Zustidnden iiber dem Al-
phabet {A, B,C}.

(siehe Unterabschnitt 1.1.2). Kann die Topologie jedoch als bekannt ange-
nommen werden (eine massive Vorgabe), so leistet z.B. der Baum-Welch-
Variante des EM-Algorithmus gute Dienste [BP66]|, [BPSW70|, [Bil98|.
Wir verweisen wiederum auf die Spracherkennung und unter dem Stichwort
“Profile HMM’s” [DEKM98a] auch auf die Proteinklassifizierung, wo der
Einsatz nichtstationdrer HMM'’s inzwischen den Goldstandard darstellen.

1.2.3. Ergodentheorie und Dynamische Systeme. Ein letzter,
stark mit dieser Arbeit verbandelter Themenkreis ist die Ergodentheorie
dynamischer Systeme. Im weitesten Sinne beschéftigt sich die Ergoden-
theorie mit durch Gruppen oder Halbgruppen induzierten messbaren
Transformationen von Mafrdumen. Im allgemeinen Fall agiert also eine
(Halb-)Gruppe (7,0) von messbaren Transformationen 7' € 7 auf einem
Mafraum (2,8, m) (d.h. Q eine Menge mit einer o-Algebra B, einem
Maf m : B - Rt und 7 > T : © — § Abbildungen, so dass fiir
B € B: T YB) € B, mit o ist die Verkniipfung von Abbildungen gemeint)
und die Ergodentheorie studiert die Effekte solcher Aktionen. Als ihre
Viter konnen von Neumann, Birkhoff und Koopman genannt werden, als
Enstehungszeitraum die 30er Jahre des zwanzigsten Jahrhunderts. Ihre
urspriingliche Motivation ist in einer Arbeit von Boltzmann zu finden; er
beschiftigte sich mit Problemen aus der statistischen Mechanik, bei denen
Erwartungswerte mit zeitlichen Mitteln {ibereinstimmen.

Dynamische Systeme sind Mafrdume (€2, 5, m) zusammen mit einer mess-
baren Transformation 7" : 2 — (). Untersucht man die Effekte der Halb-
gruppe von Transformationen (7% : Q — Q | k € N), so betreibt man
Ergodentheorie. Dynamische Systeme sind daher unweigerlich in einen Zu-
sammenhang mit der Ergodentheorie zu stellen. Diskretzeitige stochastische
Prozesse mit Werten in einem endlichen Symbolvorrat 3 kénnen auf natiir-
liche Art und Weise mit dynamischen Systemen assoziiert werden (siehe die
Kapitel 2 und 4 fiir eine griindliche Aufkldrung der Zusammenhinge). In
der Sprache der stochastischen Prozesse beschéftigt sich die Ergodentheorie
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dann mit stochastischen Grofen, die “entlang von Sequenzen” gemessen wer-
den.

Die Ergodentheorie ist inzwischen ein weites Feld. Etliche Arbeitsgrup-
pen (siehe z.B. [IfMS]) und zum Teil dicke Biicher [Bil65], [PY98], [Sin94],
[Kre85], [Gra01] (um nur einige zu nennen) zeugen davon. Bearbeitet wer-
den sehr anwendungsnahe Probleme bis hin zu sehr abstrakten Fragestellun-
gen. Zu unserem Zweck reichten einige (zentrale) Begriffe aus der Theorie der
dynamischen Systeme, und als dieser Arbeit sehr nahe Referenzen kénnen
[Shi96], [PY98] und [Gra01] genannt werden. Einzig der etwas involvier-
tere Beweis von Satz 4.41 benstigt einige Begriffe mehr (die meist [Kre85]
entnommen worden sind) und wir haben ihn daher in den Anhang (siehe
Appendix B) verschoben.

1.3. Kapiteliibersicht

Die Arbeit ist in zwei Teile gegliedert. Das Studium der oben erklédrten
Vektorrdume zeigte schon bald, dass gewisse Teildisziplinen der linearen Al-
gebra von groffem Nutzen sein wiirden. So war die Arbeit phasenweise eng an
entsprechende Ergebnisse gekoppelt, die meist der Stabilitdtstheorie, wie sie
von Brayton und Tong [BT 79| dargestellt wird, zuzuschreiben sind. Dement-
sprechend enthilt der erste und, fiir sich genommen, deutlich gewichtigere
Teil die eigentliche, oben versprochene Theorie der stochastischen Vektor-
rdume. Der zweite Teil mag, obwohl kiirzer und theoretisch eindeutig dem
iiberaus klassischen Gebiet der linearen Algebra zuzuordnen, insofern von
Interesse sein, als dass seine Ergebnisse in dieser Zusammenstellung in den
klassischen Biichern nicht anzutreffen sind, oder ganz verschwiegen werden.
Hat der Autor an dieser Stelle Ridder neu erfunden, so fahrt das auf ihnen
aufsitzende Vehikel mit den neu entworfenen Varianten deutlich besser.

1.3.1. Erster Teil: Stochastische Vektorrdume. Dieser Hauptteil
der Arbeit enthélt eine vollstindige Beschreibung des neuen Modells und
der darauf basierenden Ergebnisse. Im Einzelnen stellen sich die Kapitel die-
ses Teils wie folgt dar:

Kapitel 2 enthélt die grundlegenden Definitionen unseres Modells zusam-
men mit einer parallel entwickelten mafitheoretischen Interpretation.

Wir prisentieren daher in den ersten beiden Abschnitten die fundamen-
tale Definition des stochastischen Operators und darauf aufbauend die Vek-
torrdume, die Gegenstand unserer Betrachtungen sind. Wir tun dies Hand
in Hand mit den Begriffen der Mafitheorie, die in unserem Modell wiederer-
kannt werden konnen.

Im dritten Abschnitt fiihren wir eine Norm ein mit der Folge, dass wir
die Elemente der dadurch induzierten Untervektorrdume unter der zusitz-
lichen Hilfe des dort ebenfalls entwickelten Zerlegungssatzes mit bekannten
Objekten der Mafitheorie identifizieren kénnen. Der durch die Norm indu-
zierte Konvergenzbegriff wird einer griindlichen Priifung unterzogen und mit
den einschligigen Konvergenzformen der Mafitheorie in Abgleich gebracht
werden.
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Das Kapitel schliefit mit einem Abschnitt, der den Begriff des Ereig-
nisvektors ins Spiel bringt und mit der Formulierung eines Analogons des
klassischen Approximationssatzes endet, ein wichtiger Baustein fiir spitere
Arbeiten.

In Kapitel 3 fithren wir zundchst den wesentlichen Begriff der Prognose-
operatoren ein und kiimmern uns um deren elementare Eigenschaften.

Im zweiten Abschnitt sehen wir die Folgen dieser Definition: Neben der in
dieser Arbeit iiblichen wahrscheinlichkeitstheoretischen Interpretation sind
dies vor allem zwei Dimensionsbegriffe (deren einer mit dem in der Ein-
leitung bereits vielfach angesprochenen identifiziert werden kann) und die
dadurch entstehenden Klassen stochastischer Prozesse endlicher Dimension.
Zur Ilustration dieser Begriffe rollen wir eine aus dem Themenkreis des Iden-
tifikationsproblems stammende Fragestellung der 60er Jahre erneut auf und
erhalten so eine deutlich elementarere Losung derselben. Wir bieten dariiber
hinaus eine konzeptionell verbliiffend einfache, wenn auch ineffiziente Lsung
des Identifikationsproblems selbst an.

Das Kapitel schliefit mit der Untersuchung von Jéiger zwecks Bau von
Lernalgorithmen ins Leben gerufener sogenannter charakteristischer Basen.
Wir verallgemeinern den Satz von Jager auf nicht notwendigerweise posi-
tive endlich-dimensionale Vektoren und erhalten durch einen trickreichen
und technischen Beweis ein abgeschwichtes Resultat fiir den Fall beliebiger
(unendlich-dimensionaler) Vektoren.

Kapitel 4 schlieklich kann als das Herzstiick dieser Arbeit bezeichnet
werden. Hier werden, in Abgleich mit ergodentheoretischen Objekten, Be-
griffe eingefiihrt, die sich mit der “Evolution”, d.h. mit den Auswirkungen
der Aktionen der im vorigen Kapitel eingefiihrten Prognoseoperatoren und
insbesondere des Evolutionsoperators auf unseren Vektorrdumen beschéftigt.

Zunéchst werden Fixpunkte des Evolutionsoperators (die als stationére
Vektoren bezeichnet werden) untersucht und in einen Zusammenhang mit
den sie umgebenden Begriffen unseres Modells gestellt. Das Zusammenspiel
von stationdren Vektoren und “invarianten” Ereignissen wird untersucht mit
dem Ergebnis zweier wichtiger und vielzitierter Lemmata. Die arbeitsin-
tensivste Leistung dieses Abschnitts ist jedoch eindeutig das Beispiel eines
unendlich-dimensionalen, stationdren, stochastischen Vektors, dessen Exis-
tenz lange bezweifelt wurde.

Im Anschluss wird der Begriff der Evolutionssummierbarkeit in den Mit-
telpunkt geriickt. Dieser Begriff erweist sich, auf stochastische, d.h. Wahr-
scheinlichkeitsmafe kodierende Vektoren angewendet, als dquivalent zum Be-
griff der asymptotischen Stationaritdt im Mittel. Der Beweis dieses Zusam-
menhangs jedoch hat mit unserem Modell wenig zu tun und erfordert den
Einsatz etlicher zusétzlicher Begriffe der Ergodentheorie. Wir haben ihn da-
her in den Anhang (Teil B) verschoben. Nichtsdestotrotz ist dieser erstaun-
liche Satz eine umfassende Rechtfertigung dieser Arbeit, da sich mit seiner
Hilfe weite Teile der Theorien wie sie z.B. in [Gra01],[Gra90| entwickelt
werden, in unserem Modell abbilden lassen. Im Ubrigen erweisen sich Vekto-
ren von endlicher Evolutionsdimension immer als evolutionssummierbar, ein
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Resultat, das die Ergebnisse des zweiten Teils der Arbeit wesentlich nutzt.
Das nicht-triviale Beispiel eines evolutionssummierbaren Prozesses von un-
endlicher Evolutionsdimension beschlieftt diesen Abschnitt.

Es folgt ein Abschnitt, der den in der Ergodentheorie zentralen Begriff
der Ergodizitdt in unser Modell einfiihrt. Ergodizitdt ldsst sich fiir evoluti-
onssummierbare Vektoren mit Hilfe unserer Begriffe dufierst priagnant aus-
driicken, ein wichtiges Ergebnis dieser Arbeit.

Als eine der Hauptarbeiten dieser Dissertation erkldren wir in Kapitel
5 schliefilich eine ergodische Zerlegung fiir endlich-dimensionale stochasti-
sche Vektoren. Wir erarbeiten sie zunéichst fiir stationire Vektoren und ver-
allgemeinern sie auf alle endlich-dimensionalen Vektoren. Sie baut auf den
geleisteten Vorarbeiten auf und hat eine anschauliche geometrische Interpre-
tation. Wendet man die ergodische Zerlegung auf die in Kapitel 7 entwickel-
ten graphischen Darstellungen an, so erhdlt man eine Aussage iiber deren
Zusammenhangskomponenten. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels mag der
Ausgangspunkt fiir eine “Markov”-Theorie klassifizierender Natur fiir endlich-
dimensionale stochastische Prozesse sein.

Kapitel 6 wiederum enthélt eine Anwendung aus der Informationstheo-
rie und dreht sich im Wesentlichen um den Begriff der Entropierate eines
stochastischen Prozesses. Im Falle stationdrer Prozesse belegt man deren
Existenz mit Hilfe eines kurzen und elementaren Beweises. Im Falle im Mit-
tel asymptotisch stationdrer Prozesse kann deren Existenz zwar als Korollar
des ebenso legendéren wie aufwédndigen, in vielzdhligen Varianten erhiltichen
Satzes von Shannon-McMillan-Breiman aufgezeigt werden, eine elementare
Variante existierte bislang jedoch nicht. Wir schliefen diese Liicke mit die-
sem Kapitel.

Kapitel 7 und 8 beschéftigten sich mit zwei neuen Varianten der Darstel-
lung fiir endlich-dimensionale stochastische Prozesse, eine graphischer Natur,
die andere mit der Motivation, statistische Phdnomene aus der Quantenme-
chanik abbilden zu koénnen.

Kapitel 7 befasst sich mit den graphischen Modellen, Prognosegraphen
genannt. Wir beweisen, dass die durch Prognosegraphen induzierten stochas-
tischen Prozesse gerade den endlich-dimensionalen Prozessen entsprechen.
Dariiberhinaus setzen wir die Anzahl der irreduziblen Komponenten eines
Prognosegraphen in Beziehung zur Anzahl der ergodischen Komponenten
des induzierten stochastischen Prozesses.

In Kapitel 8 definieren wir die quantenmechanisch inspirierten Quanten-
Prognose-Modelle. Wir zeigen wiederum, dass die dazu assoziierten statisti-
schen Phinomene gerade den endlich-dimensionalen Prozessen entsprechen.
Fiir die wichtige Unterklasse der Quanten-Markov-Modelle erzielen wir eine
Verschirfung des fiir endlich-dimensionale Prozesse erhiltlichen Ergoden-
satzes. Die Modellierung von Quanten-Irrfahrten auf Graphen als Quanten-
Markov-Modelle bringt daher eine Verscharfung der dort bislang erhaltenen
Resultate mit sich.



10 1. EINLEITUNG

Kapitel 9 schliefilich enthélt eine Zusammenfassung der in diesem Haupt-
teil der Arbeit prasentierten Ergebnisse sowie einen Ausblick auf eine Menge
interessanter Folgearbeiten.

1.3.2. Zweiter Teil: Stabilitidtstheorie linearer Operatoren und
verwandte Konzepte. Wie oben bereits erwdhnt, sind die meisten in die-
sem Teil niedergeschriebenen Ergebnisse der linearen Algebra zuzuordnen.
Sie sind héchstwahrscheinlich ausschlieflich in der hier gelieferten Kompo-
sition und Formulierung als “neu” zu empfinden. Nichtsdestotrotz sind dem
Autor Quellen fiir die z.B. in Kapitel 11 aufgezeigten Zusammenhinge un-
bekannt.

Kapitel 10 kiimmert sich vor allem um die Ubertragung der komplexen
Stabilitdatstheorie von Brayton und Tong auf den Fall reeller Vektorrdume,
eine fiir das Kriterium der invarianten Umgebungen nicht-triviale Aufgabe.

Im sich anschliefenden Abschnitt bereichern wir sowohl die komplexe als
auch die reelle Theorie um das Kriterium der Summierbarkeit. Der Zusam-
menhang zwischen Summierbarkeit und Eigenwertkriterium fiir den komple-
xen Fall ist jedoch bereits bekannt. Neu ist hier auf jeden Fall die vollstindige
Auflistung aller Kriterien in einem Atemzug.

In Kapitel 11 bringen wir die Begriffe des Folgenrangs und der Folgensta-
bilitat ins Spiel. Wir stellen fest, dass der Folgenrang eines linearen Operators
an seinem Minimalpolynom abgelesen werden kann. Dementsprechend cha-
rakterisieren wir die Folgenstabilitét.

Kapitel 12 kiimmert sich um weitere dquivalente Formulierungen von Sta-
biltat fiir Klassen von linearen Operatoren, die spezielle Klassen von affinen
Hyperebenen invariant lassen. Die Charakterisierung so beschaffener stabi-
ler Operatoren gelingt dann unter Einsatz des Begriffs eines Kegels, eine
geometrische Anschauung, die sich in der Theorie der stochastischen Vektor-
rdume, wie z.B. bei der Entwicklung der ergodischen Zerlegung (Abschnitt
5) auszahlt.



Teil 1

Stochastische Vektorraume






KAPITEL 2

Stochastische Vektorraume - Grundbegriffe

Dieses einleitende Kapitel des Hauptteils unserer Arbeit stellt die grund-
legenden Definitionen und Bezeichnungen unseres Modells zur Verfiigung.
Das Modell besteht im Wesentlichen aus Teilrdumen des Vektorraums der
beschrankten Folgen {iber der Menge der abzdhlbar vielen Wérter mit Buch-
staben aus einem endlichen Alphabet (die mit der Menge der beschrénk-
ten Folgen iiber den reellen Zahlen identifiziert werden kann), Normen und
Operatoren, die auf diesen Teilrdumen agieren. Es kann als solches frei von
jeglicher Interpretation behandelt werden und ist daher auch weitestgehend
ohne Begriffe anderer Disziplinen versténdlich.

Nichtsdestotrotz ist die Grundmotivation der Modellbildung das Erzie-
len von Ergebnissen, die der Stochastik und/oder verwandten Disziplinen
zuzuordnen sind. Das Modell hat demnach eine wahrscheinlichkeitstheo-
retische Interpretation und, um dem Leser die Inspiration und das zu-
grundeliegende, strukturelle Denkmuster dieses Textes nicht zu verheimli-
chen, wollen wir diese Interpretation in einem Atemzug mit auffiihren. Wir
werden also in der Folge unsere Begriffe vorstellen und im Anschluss meist
deren Interpretation im Sinne der Mafk- und Wahrscheinlichkeitstheorie.

Da dies wiederum ein Sichvertrautmachen mit mafitheoretischen Kon-
zepten erfordert (wir filhren die grundlegenden Begriffe in der Folge auf)
und dies dem Leser lastig erscheinen mag, geben wir nun einen Fahrplan zur
interpretationsfreien Lektiire an. Wer also auf (seines Empfindens iiber-
fliissige) Wahrscheinlichkeitstheorie verzichten mag, der starte mit der voll-
standigen Lektiire von Abschnitt 2.1 (die Definition einer o-Algebra bleibt
einem nicht erspart) und fahre zunéchst mit Unterabschnitt 2.2.1 fort, der die
ersten Definitionen unseres Modells enthilt. Es reicht dann, sich an die Defi-
nition eines endlichen, signierten Mafes zu erinnern (siehe Definition 2.12 in
Unterabschnitt 2.2.2). Die Unterabschnitte 2.2.3 sowie 2.2.4 kénnen darauf-
hin vollsténdig iibersprungen werden. Die Definitionen des Schiebeoperators
2.29/2.30 in Unterabschnitt 2.2.5 jedoch sollten gelesen werden.

In Abschnitt 2.3 sollten daraufhin die Unterabschnitte 2.3.1 und 2.3.2
vollstédndig gelesen werden. In Unterabschnitt 2.3.3 geniigt es, den zentralen
Zerlegungssatz 2.51 zu studieren, dem sich das wichtige Korollar 2.52 so-
wie Definition 2.54 anschliefen. Daraufhin ist Definition 2.56 mafigeblich fiir
das weitere Verstdndnis des Texts. Unterabschnitt 2.3.4 kann daraufhin wie-
derum iibersprungen werden. Aus dem Abschnitt iiber Ereignisvektoren 2.4
sollte man sich den Approximationssatz fiir Vektoren (Unterabschnitt 2.4.2,
Satz 2.71) behalten - fiir das Verstdndnis desselben sind die Definitionen des

13
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einfiihrenden Unterabschnitts 2.4.1 erforderlich.

Bei uns bezeichnet N, falls nicht anders geschrieben, die Menge der na-
tiirlichen Zahlen einschliefflich der Null. R ist die Menge der reellen Zahlen
und R* die Menge der positiven Zahlen einschlieflich der Null (im Falle der
Schreibweise ¢ € RT meinen wir jedoch nur reelle Zahlen grofer Null). Ist
A eine Menge, so bezeichnen wir mit P(A) oder auch 24 ihre Potenzmenge
und mit card(A) oder auch, wenn das zu keinen Missverstandnissen fiihrt,
einfach mit |A| ihre Kardinalitdt. Wir benutzen die in den meisten Biichern
iiblichen Bezeichnungen fiir Mengenoperationen, z.B. (A = Q\ A fiir A Teil-
menge einer Grundmenge Q2 und A A B = (A\B)U(B\A), die symmetrische
Differenz zweier Teilmengen A, B einer gemeinsamen Grundmenge €.

2.1. Worter, Zylindermengen und (0)-Algebren

2.1.1. Buchstaben, Worter und Sequenzen. In dieser Arbeit sei ¥
immer eine endliche Menge, d.h. card(X) < oco. Diese Menge kann in unse-
rer Arbeit als Symbol- oder Buchstabenvorrat interpretiert werden und wird
daher Alphabet genannt werden. IThre Elemente bezeichnen wir dement-
sprechend als Buchstaben oder Symbole. Wir schreiben weiter

Y=Y x..xXT= {(al,...,at) ’ a; € X Vi= 1,...,t}
t—mal

und bezeichnen dies als die Menge der t-Worter. Wir schreiben meist
ai...a; == (ag,...,a;) € X'

fiir ein t-Wort. Darauf aufbauend seien

»t o= Uzt
t>1

o= 3

t>0

wobei
0 .= {0}

und O als leeres Wort (iiber X) aufgefasst werden kann. Die beiden obigen
Mengen konnen als die Mengen aller Wérter iiber > (einmal ohne, einmal
mit leerem Wort) aufgefasst werden. Im Allgemeinen schreiben wir Worter
beliebiger Linge als a (€ ¥*). Wir schreiben

falls @ € ¥!. Wir bemerken an dieser Stelle, da wir Worter meist als von
einer Zufallsquelle in zeitlicher Abfolge ausgespuckten Sequenz auffassen,
dass wir Wortldngen in Analogie zu einer zeitlichen Entwicklung meist mit
kleinen Buchstaben aus dem den Buchstaben ¢t umgebenden Buchstaben
(s,t,u) bezeichnen. Fiir eine Teilmenge A C ¥* von Wortern schreiben wir

A := sup]al,
acA
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also z.B. |A| =t fiir A C X' Ist a € X, so schreiben wir

CLt =a---a
——

t—mal

fiir das Wort der Lénge t, das nur aus a’s besteht.

Wir bezeichnen im weiteren Verlauf des Texts (mit Ausnahme der aus der
Maftheorie stammenden Definitionen) mit Q5 die Menge aller Folgen iiber
>, also

Qs .= 2N,
Wir sprechen von {25, auch von der Menge der Sequenzen iiber 3. Eine
einzelne Sequenz bezeichnen wir meist mit w (€ Qx). Wir schreiben dann

Wi eon. = w(0)..w(n —1)... € BN,

wobei die Umindizierung zu keinen Verwirrungen fiihren sollte.

BEMERKUNG 2.1. ¥* ist abzdhlbar, jedoch ist Qb tberabzdhlbar (card(Qds) =
card(R) ).

Fiir zwei Worter a = a;...a; € X%, b = by...by € X° schreiben wir
a<b <= t<s A aj..at=by..by,

mit anderen Worten, falls b eine Fortsetzung von @ ist oder, andersherum
gesagt, @ ein Prifix von b. Analog meinen wir mit @ < w fiir ein Wort
a = ai...a; und eine Sequenz w = wq...wy,..., dass a ein Prifix von w ist, also
a = wi...w, gilt. Sind s, € N, so dass s > t, und ist a € X! ein Wort der
Lénge t, so schreiben wir auch

%5 = (he x| a<b)
fiir die Menge der s-Worter, die mit a anfangen, wobei formal ¥} = ¥°
und analog

Yi={beX*|a<b}
fiir die Menge aller Worter, die mit a anfangen, wobei wiederum formal
3L = X" gesetzt sei. Ebenso seien

Qg ={wey|a<w}

und natiirlich wieder Qg := Qy.

2.1.2. Zylindermengen und (o-)Algebren. Wir fithren im Folgen-
den Begriffe ein, die als “Folklore” der Maf- und Wahrscheinlichkeitstheorie
gelten und in praktisch allen Biichern dariiber wiedergefunden werden kon-
nen, so z.B. [Bau91], [Gra01], [Doo53|, [Shi96]. Wir passen sie hiermit an
unseren Sprachrahmen an.

Wir starten mit den sogenannten Zylindermengen, die mit Teilmengen
von Wortern identifiziert werden kénnen und spéter eine grofie Rolle spielen.
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DEFINITION 2.2. Wir nennen eine Teilmenge von Sequenzen
M C Qs
eine Zylindermenge, falls
FteNIACS: M= |] Q.
acA
FEin solches A wird auch als definierende Grundmenge (von Wortern)

der Zylindermenge bezeichnet und wir schreiben Z(A) C Qy fir die durch
A C X" induzierte Zylindermenge.

Die definierenden Grundmengen von Zylindermengen sind keineswegs ein-
deutig. Tatsdchlich gilt:

PROPOSITION 2.3. Seien n,m € Nyn < m und A C X", B C X" zwei
Mengen von Wértern. Dann

Z(A)=Z(B) <« B=|]J3Im
acA

BEWEIS. Das ist offensichtlich. O

Wir setzen nun
Fs :={A € P(Qx) | A Zylindermenge},

ein System von Teilmengen von ()y. Dieses System hat gewisse Eigenschaf-
ten, die als die definierenden Eigenschaften einer Algebra erkannt werden
koénnen, ein Begriff aus der Mafitheorie. Wir fithren daher an dieser Stelle
die Begriffe eines Rings und einer (0)-Algebra ein.

DEFINITION 2.4. Ist ) eine Menge, so heifit ein System von Teilmengen
F C P(Q) ein Ring, falls

0 e F (2.1)
A BeF = A\BEeF; .
A BeF = AUBEF. (2.3)
Gilt zusdtzlich
QeF, (2.4)

so sprechen wir von einer Algebra (in Q). Fin System von Teilmengen B
nennen wir o-Algebra (in ), falls

Q € B (2.5)
AeB = [AeB. (2.6)

Ist weiter (Ay,)nen eine Folge von Teilmengen A, € P(Q), so

VneN:4,eB = |JA,eB (2.7)
neN
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Ein Tupel (2, B), bestehend aus einer Menge Q0 und einer o-Algebra B wird
Messraum genannt. Elemente von B werden dann messbare Mengen ge-
nannt.

Zunéchst wollen wir bemerken, dass der Unterschied zwischen einer Algebra
und einer o-Algebra gar nicht so kompliziert ist, wie die Definition zunéchst
vermuten lasst.

BEMERKUNG 2.5. Die Figenschaften 2.1, 2.2, 2.3 und 2.4 sind dquivalent zu
den Figenschaften 2.5,2.6 und 2.3. Der Unterschied zwischen einer Algebra
und einer o-Algebra ist also gerade die Verschdrfung der Forderung der Zuge-
horigkeit von endlichen Vereinigungen auf die Zugehdrigkeit von abzihlbaren
Vereinigungen.

BEWEIS. Das folgt mit Hilfe der Gleichung
A\B=AnCB=C({CAUB).

Wir stellen nun ganz offiziell fest:

PROPOSITION 2.6. Das System der Zylindermengen Fx ist eine Algebra in
Qs.

Das ist allgemein bekannt (siehe z.B. [Gra01],[Shi96]). Beweise dafiir wer-
den im Allgemeinen nicht einmal mehr angegeben, so auch nicht in [Gra01].
Deshalb hier den an unsere Sprache angepassten

BEWEIS. Nimmt man die leere Menge als definierende Grundmenge, so folgt
() € Fx.. Weiter seien A € X% bzw. B € X! die definierenden Grundmengen
zweier Zylindermengen M bzw. N. Sei v = max{s, ¢t}. Dann lassen sich A und
B als Teilmengen von X" auffassen (ersetze A, B durch UzcaX¥, UzepXY).
In diesem Sinne sind dann AU B bzw. A\ B definierende Grundmengen von
M UN bzw. M \ N, d.h. auch diese sind Zylindermengen. Zuguterletzt ist
{O} definierende Grundmenge von Q5 selbst. O

In der Stochastik sind jedoch fast ausschlieflich o-Algebren gefragt; sie sind
ndmlich gerade die Mengensysteme, die eine konsistente Axiomatik der Wahr-
scheinlichkeitstheorie bedienen. Der Name “Messraum” fiir ein Tupel (2, B)
deutet an, dass die durch die o-Algebra festgelegten Mengen durch noch ge-
eignet zu definierende Maffunktionen “gemessen” werden kénnen. Oftmals
jedoch, wie z.B. hier, sind die sich aufdringenden Mengensysteme keine o-
Algebren. Die folgende Definition hilft, diesem Dilemma zu entkommen.

DEFINITION 2.7. Da der Durchschnitt einer (beliebigen) Familie von o-
Algebren wieder eine o-Algebra ergibt und die Potenzmenge P(2) einer Men-
ge §) selbst stets eine o-Algebra ist, ist der folgende Begriff sinnvoll. Ist
F € P(Q2) ein beliebiges System von Teilmengen, so sei
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o(F) = N B (2.8)
FCB,Bo-Algebra
die von F erzeugte o-Algebra. Dies ist, im Sinne der Inklusion von Teil-
mengensystemen, die kleinste o-Algebra, die F enthdlt.

Da wir spater Wahrscheinlichkeitstheorie auf den von einer stochastischen
Quelle erzeugten Wortern betreiben wollen, betrachten wir meist

By, := o(Fy),

die vom System der Zylindermengen erzeugte o-Algebra. Spater eingefiihrte
Maffunktionen beziehen sich dann auf den Messraum

Qy = 2N By = 0(Fx)).

2.2. Stochastische Vektorrdume und (Pri)-Mafie

Wir wollen im weiteren Verlauf dieser Arbeit stochastische Prozesse als
Elemente eines Vektorraums auffassen lernen. Wir wechseln daher zunéchst
das Thema, und présentieren die Vektorrdume, fiir die wir uns interessieren.
Gewisse Elemente derselben konnen wir dann mit stochastischen Prozessen
identifizieren.

Wir benétigen dazu eine erste eigenstdndige Definition, ndmlich die des
stochastischen Operators. Der stochastische Operator ist ein linearer Ope-
rator, der auf dem Vektorraum der beschrénkten, reellwertigen Funktionen
iiber ©* agiert. Diesen Vektorraum bezeichnen wir mit [2. Wir setzen also

1% :={g:%* - R| sup g(a) < oo} C R
acx*

und bemerken, dass wir [, wegen card(X*) = card(N) mit dem Vektorraum
der beschriinkten, reellen Folgen identifizieren kénnen. Elemente von [ be-
zeichnen wir meist mit den Buchstaben g oder h und /2 bezeichnen wir der
Einfachheit halber auch mit [, falls die Wahl des Alphabets klar ist, oder
es auf eine Auswahl desselben nicht ankommt.

2.2.1. Der stochastische Operator und stochastische Vektorriu-
me. Wir kommen nun zu unserer ersten Definition, deren Motivation im
Anschluss durch den Abgleich mit maftheoretischen Begriffen offenbar wer-
den wird.

DEFINITION 2.8. Wir nennen den linearen Operator
0l — o,

die durch die Vorschrift
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definiert wird, den stochastischen Operator.
Mehrfache Anwendung des stochastischen Operators fiithrt auf

PROPOSITION 2.9. Istt € N und ¢ € ¥*, so gilt
(e'g)(e) = ) _ g(ea).
aext
BEWEIS. Folgt mit vollstindiger Induktion. Der Induktionsanfang ist die
Definition und der Induktionsschritt ist trivial. O

Der stochastische Operator induziert einen Untervektorraum von [, fiir
dessen Elemente und Untervektorrdume wir uns im weiteren Verlauf dieser
Arbeit ausschliefilich interessieren.

DEFINITION/ BEMERKUNG 2.10. Die Menge der Fizpunkte des stochasti-
schen Operators o, also der Elemente von g € lo, mit 0g = g bilden einen
Untervektorraum [, von ls. Unterraume V C l, bezeichnen wir auch als
stochastische Vektorrdume (iiber X, falls das eine Rolle spielt).

BEWEIS. Das ist trivial: Seien g, h zwei Fixpunkte von ¢. Dann folgt die
Behauptung aus der Linearitdt von o:

o(ag + Bh) = acg + Boh = ag + Sh.
O

Ist die Auswahl eines Alphabets ¥ von Bedeutung, so schreiben wir genauer
IZ anstelle von [,,.

Die Elemente von [, bekommen nun noch fiir Mafitheoretiker suggestive
Namen. Im folgenden Abschnitt werden wir dann die Ursache der Namens-
gebung aufkléaren.

DEFINITION 2.11. Wir nennen einen Vektor g € l, einen signierten Mafi-
vektor. Gilt zusdtzlich

Vee X" :g(e) >0, (2.9)

so sprechen wir von einem Mafivektor und dariberhinaus von einem sto-
chastischen Vektor, falls

g(0) =1.

2.2.2. (Prd)-Mafie. Wie versprochen, folgt hier die Begriindung der
obigen Bezeichnungen. Dazu erinnern wir zunédchst an weitere fundamentale

Begriffe der Mafitheorie.

DEFINITION 2.12. Ist F ein Ring, so nennen wir eine Funktion

P:F — RU{—o00,0}
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ein signiertes Pramaf, falls
P(®) =0, (2.10)

und fir jede Folge (A,)nen paarweise disjunkter Mengen aus F, so dass
Und, € F

P({J An) =D P(An), (2.11)

neN neN

insbesondere ezistiere der Limes auf der rechten Seite. Im Falle P(F) C
R* U {co} nennen wir P ein PramaR auf F. Im Falle P(F) C R bzw.
P(F) C RT nennen wir P ein endliches, signiertes Prdmaf bzw. end-
liches Pramafi. Ist F eine o-Algebra, so ersetzen wir in den obigen Fillen
jeweils Praimaf8 durch Mafi. Ein Mafi P mit der Eigenschaft P(Q)) = 1 wird
Wahrscheinlichkeitsmafy genannt. Es folgt leicht, dass ein Wahrschein-
lichkeitsmaf8 ein endliches Maf§ ist. Ein Tripel (Q, B, P) bestehend aus ei-
nem Messraum (§2, B) und einem Maf§ bzw. einem Wahrscheinlichkeitsmaf§
P wird Mafiraum bzw. Wahrscheinlichkeitsraum genannt.

Ist nun g € l,, A C ! eine Menge von Wértern und Z(A) C Fx, die dadurch
induzierte Zylindermenge, so definieren wir

9(Z(4)) = g(4) = 3 g(a)
acA
und erhalten damit eine reellwertige Funktion auf Fx;, denn es gilt der folgen-
de Satz, der einschlieRlich unterstiitzender Lemmata fiir Mafivektoren g be-
kannt ist (siehe wiederum [Gra01]). Wir passen ihn hier unserem Sprachrah-
men an und verallgemeinern ihn auf endliche, signierte Pramafe. Da die Be-
weise fiir die speziell die Zylindermengen betreffenden Aussagen in Biichern
nicht zu finden sind, entwickeln wir sie an dieser Stelle ausfiihrlich.

SATZ 2.13. Die soeben definierte Funktion g auf Fx ist wohldefiniert, d.h.
sie ist unabhdngig von der Auswahl einer definierenden Grundmenge. Dar-
tberhinaus ist g ein endliches, signiertes Primaf auf Fx.

BEWEIS. Seien m,n € Nym > nund A C ¥, B C ¥™ zwei Mengen von
Woértern, so dass Z(A) = Z(B) in Fx. Nach Proposition 2.3 gilt dann

B=J=y,
acA
B ist also gerade die Menge aller m-Wort-Fortsetzungen von Wortern aus
A. Mit Proposition 2.9 folgt

g(4) = g(@) "E" Y (0" "g)(a)

acA acA
P.2.9 __
=T3 ) glae) =) 9=
acAgeyxm—n acA
=g(|J =2 =9(B),
acA

und damit die Wohldefiniertheit von g. Die Endlichkeit von g ist klar nach
Definition. Weiter ist g() = 0, da g(0) eine leere Summe ist. Wir betrachten
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nun zwei Lemmata:

LEMMA 2.14. Sei (F,)nen eine Folge von Zylindermengen F, € Fx, mit
F,11 C F, fir alle n und NpenF,, = (0. Dann gibt es ein Ny € N, so dass

VTLZN(): Fn:@

BEWEIS. Siehe dafiir auch [Shi96], Lemma I.1.1 (b). Dort werden bekannte
Sétze aus der Topologie zu Hilfe genommen. Wir geben einen elementaren
Beweis.

Wir nehmen das Gegenteil an, also eine Folge von nichtleeren Zylindermen-
gen F,, mit leerem Schnitt und F,,,1 C F}, fiir alle n. Wir konstruieren nun
eine Folge von Woértern a,, so dass jeweils a,, < a1, ty := |a,| — oo und
schlieflich 3 C F,,. Setzt man wy, := (ay ), fiir [,, > k (das ist wohldefiniert
wegen (A, )k = (am ) fiir m > n), so erhilt man

weﬂE;nCﬂFn,

neN neN

und damit einen Widerspruch.

Wir konstruieren nun diese Folge von Wértern rekursiv. Wir suchen eine Fol-
ge von definierenden Grundmengen von Wortern (A, ),en fiir die F),, so dass
fiir t,, := |A,| jeweils t,, < t 41 gilt, da die ¢,, beliebig groft gewahlt werden
kénnen. Wegen F, 1 C F,, sind die Worter aus A, 11 dann Fortsetzungen
der Worter aus A,,. Wir betrachten nun die Funktion

f: ¥ — NU {—o0, 00} B
a +— sup{neN|TbeA,: a<b},

die einem Wort @ den Index f(a) € N zuordnet, so dass in A die léngst-
mogliche, in einem der A, enthaltene Fortsetzung von a zu finden ist. Im
Falle f(a) = oo gibt es in jedem A, mit ¢, > |a| ein Wort, das a fortsetzt
(und f(a) = —oo trifft auf den Fall zu, dass in keinem der A,, eine Verldn-
gerung und damit auch a selbst nicht zu finden ist). Wir setzen nun fiir alle
n €N
Ay ={a € A, | f(a) = oo}

und stellen fest, dass die AS° fiir alle n nicht-leer sind, da die Annahme f(a) <
K, fiir alle (endlich vielen) Worter einer Menge A,, zu einem Widerspruch

fiihrt, da die nicht-leere Menge A, x,+1 ausschlieflich Fortsetzungen von
Wortern aus A,, enthidlt. Wir stellen weiter fest, dass

VneNVae A Fbe A, a<hb, (2.12)

denn die Annahme, es gibe ein n € N und ein a = a;...a¢, € A°, so dass fiir
alle b € A, 1 mit a < b: f(b) < oo erbringt (es gibt nur endlich viele solcher
b’s) wiederum ein Ky € N, so dass fiir alle diese b gilt, dass f(b) < K. Dies
fiihrt auf einen Widerspruch, denn wegen f(a) = oo findet man ein K7 > K
und eine Fortsetzung b = bl"'btn"'btn+1"'btKO '--btxl € Ak, von a. Dann aber
by...bs, ., € Any1 wegen Fg, C Fy 41, ein Widerspruch!
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Nun ist die Konstruktion der geforderten Folge von Wortern einfach. Fiir
ap nehmen wir ein beliebiges Wort aus AZ°. Ist @, dann konstruiert, so
wihlen wir fiir a,;; geméf Eigenschaft (2.12) ein Wort aus A7, das a,
fortsetzt. (]

LEMMA 2.15. Ist P : F — R eine Funktion auf einem Ring F mit den Eigen-
schaften P(0) = 0 und P(U_F;) = > | P(F;) fir endlich viele paarweise
disjunkte F; € F, so sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) P ist ein endliches, signiertes Primap.
(b) Fir jede Folge (F},)nen von Mengen aus F mit F, 11 C F, fiir alle
n und N, F, =0 gilt
lim P(F,) = 0.
n—oo
BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 3.2 aus [Bau90|, S.12
ff. Dort wird die Aussage jedoch nur fiir endliche Primafe P bewiesen. Bei
Uberpriifung der Argumente zeigt sich jedoch, dass die Positivitdt von P an
keiner Stelle von Belang ist. O

Weiter im Beweis von Satz 2.13: Die Voraussetzungen von Lemma 2.15
sind fiir g nach Definition trivialerweise erfiillt. Eigenschaft (b) wiederum ist
wegen Lemma 2.14 erfiillt, woraus die Behauptung des Satzes folgt. ]

2.2.3. Fortsetzung von Primafien zu Mafien. Die Mafitheorie in-
teressiert sich nun fiir Fortsetzungen von Pramafien auf Ringen zu Mafien auf
den von den Ringen erzeugten o-Algebren. Ergebnis dieser Untersuchungen
sind die folgenden Séitze.

SATZ 2.16 (Fortsetzungssatz). Jedes Primaf P auf einem Ring F ldsst sich

auf mindestens eine Weise zu einem Mafl P auf die von F erzeugte o-Algebra
o(F) fortsetzen.

BEWEIS. Siehe [Bau90], S. 23, 5.1. O

Fiir endliche Primafe auf Algebren erhilt man obendrein eine Eindeutig-
keitsaussage.

SaTz 2.17 (Eindeutigkeitssatz). Jedes endliche Primaf P auf einer Algebra
F kann auf genau eine Weise zu einem Mafi P auf o(F) fortgesetzt werden.

BEWEIS. Siehe [Bau90], S. 28, 5.6 (beachte, dass endliche Pramafe auf Al-
gebren immer auch “o-endlich” sind). O

Ist F ein Mengensystem, so kann man im Allgemeinen keine Konstruktions-
regel der Elemente von o(F) angeben (im Stile von: “Elemente von o(F)
sind abzdhlbare Vereinigungen von Elementen von F” o0.4.). Deshalb sind
Aussagen iiber Eigenschaften der Elemente von o(F) und darauf definierter
Funktionen oftmals schwierig zu erzielen. Ist F jedoch eine Algebra, so kann
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man sich auf den folgenden Satz berufen.

SATZ 2.18 (Approximationssatz). Sei F eine Algebra und P ein endliches
Map auf o(F). Dann existiert zu jedem A € o(F) eine Folge (Cy)nen in F,
so dass

lim P(A A C,)=0. (2.13)
BEWEIs. Siehe [Bau90], S.29, 5.7. O

All dies hat fiir unsere Begriffe Konsequenzen, die nun die Namensgebung
motiviert. Die Mafivektoren bzw. die stochastischen Vektoren stehen ndmlich
in einer 1-1 Beziehung zu den endlichen Mafien bzw. den Wahrscheinlichkeits-
mafen auf dem vorhin entwickelten Messraum (Qy, By). Das erlautert der
folgende

SaTz 2.19. Sei g € I, ein Maffvektor. Dann wird durch g ein auf eindeutige
Weise festgelegtes endliches Maf8 my auf (Qx, By) definiert. Ist umgekehrt
ein endliches Mafi m auf (Q2x, By)) gegeben, so wird dadurch auf eindeutige
Weise ein Mafvektor g,, definiert. Dartuberhinaus gilt

Mg, =m und  gm, = g

m

BEWEIS. Da g nach Satz 2.13 ein endliches Pramaf auf der Algebra der
Zylindermengen F. induziert, ldsst sich g nach Satz 2.17 zu einem eindeutig
bestimmten Maf m, auf By = o(Fy) fortsetzen. Ist umgekehrt ein Maf
m auf (Qx, By) gegeben, so wird dadurch eine Funktion g,, auf der Menge
der Worter ¥* definiert, indem man g,,(a) := m(Z({a})) setzt. Einfache
Rechnungen zeigen dann, dass es sich bei g,, um einen Mafivektor handelt:
gm > 0 ist klar wegen m > 0 und

ogm(@) =Y _ gm(aa) = ) m(Z{aa})

agX ack
_ m(z(zgﬂ""l)) P23 m(Z({a})) = gm(a)

bestatigt 0gm, = gm. Ist Z(A) eine Zylindermenge mit definierender Grund-
menge, SO

Mg, (Z(A)) = gm(A) = > gm(@) = > _m(Z({a}))
acA acA

=m(Z(4))
wegen UgcaZ({a}) = Z(A) und der definierenden Eigenschaften eines Ma-
Res. Da Mafe, die auf den Zylindermengen iibereinstimmen, aufgrund des
Eindeutigkeitssatzes 2.18 gleich sind, folgt m,,, = m. Weiter folgt g,,, = g
aus

gmy (@) = myg(Z({a})) = g(a)
was den Beweis komplettiert. O

BEMERKUNG 2.20. Im weiteren Verlauf bezeichnen wir mg einfach ebenfalls
mit g, falls es auf den Unterschied nicht ankommt. Wir beniitzen optional
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die Bezeichnung P, fiir my im Falle durch g induzierter Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, also im Falle stochastischer Vektoren.

KOROLLAR 2.21. Die stochastischen Vektoren stehen in einer 1-1-Beziehung
mit den Wahrscheinlichkeitsmafen auf (Qx, By).

BEWEIS. Ist ein stochastischer Vektor g gegeben, so ist m, mit Satz 2.19
wegen ¢(Qx) = g(d) = 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Umgekehrt folgt of-
fensichtlich g,,,(0) = 1 fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf m. O

2.2.4. Messbare Abbildungen und stochastische Prozesse. Un-
ser eigentliches Interesse ist die Betrachtung von endlichwertigen, diskret-
zeitigen stochastischen Prozessen. Dieser Abschnitt dient dazu, eine Briicke
zwischen den bisher entwickelten Begriffen und der Theorie der stochasti-
schen Prozesse zu schlagen, ohne die gesamte Theorie der stochastischen
Prozesse aufzurollen. Nebenbei wollen wir den Schiebeoperator einfiihren,
der eine Verbindung zwischen der Theorie der stochastischen Prozesse und
der Theorie der dynamischen Systeme herstellt. Dies erfolgt so sparsam wie
moglich. Fiir ausfithrlichere Abhandlungen der Theorie der stochastischen
Prozesse verweisen wir auf Standardwerke wie z.B. [Doo53|, [Bil95] und
[Bau91]|. Zur Theorie der dynamischen Systeme verweisen wir zunéchst auf
spatere Kapitel. Zur Vorbereitung benétigen wir zundchst weitere elementa-
re Begriffe der Mafitheorie.

DEFINITION 2.22. Eine Abbildung

f:9 — Qo
zwischen Messraumen (1, B1), (2, B2), fir die
VBeBy: fY(B)eB (2.14)

gilt, wird messbar genannt.

Messbare Abbildungen, deren Definitionsmenge ein Mafraum ist, induzieren
ein Maf auf dem Bildraum:
DEFINITION/BEMERKUNG 2.23. Ist (2, B, P) ein Mafiraum und

f : (Qvgap) - (QO7A)

eine messbare Abbildung in einen Messraum (S, A) so induziert f auf A
ein Mafl P durch die Vorschrift (A€ A)

P(A) := P(f~(A)). (2.15)

Dabei ist P offensichtlich ein Wahrscheinlichkeitsmaf, falls auch P eins ist.
Im Falle eines Wahrscheinlichkeitsraums (2, B, P) wird eine solche Abbil-
dung f dann Zufallsvariable (mit Werten in ) genannt.
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Da, wie schon oben erwihnt, die Elemente einer o-Algebra schwer zu charak-
terisieren sind, kann man auch messbare Abbildungen im Allgemeinen nur
schwer erkennen. Erfreulicherweise reicht es bei gegebenem Erzeugendensys-
tem, die Messbarkeit nur darauf zu liberpriifen.

SATZ 2.24. Seien (2, B) und (¥, B') Messriume, so dass B' = o(F') fiir ein
beliebiges Mengensystem F' C P(LY). Dann ist eine Abbildung T : Q —
genau dann messbar, falls

VF' e F': T YF)eB.
Mit anderen Worten reicht es, Messbarkeit von Abbildungen auf den Elemen-
ten eines Erzeugendensystems zu tdberpriifen.

BEWEIS. Siehe [Bau90], S.40, Satz 7.2. O

Wir zitieren nun ohne weitere Umschweife die Definition eines (endlichwer-
tigen, diskretzeitigen) stochastischen Prozesses.

DEFINITION 2.25. Fin diskretzeitiger, endlichwertiger stochastischer
Prozess ist ein Quadrupel (0, B, P, (X¢)ien), so dass (0, B, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum ist und (Xy)en eine Folge von Zufallsvariablen, die alle
ihre Werte in derselben endlichen Menge . annehmen (also, um genau zu

sein Xy : (2, B, P) — (3,P(X)) messbare Abbildungen).

Wir bemerken, dass ein solcher stochastischer Prozess Wahrscheinlichkeits-
maRe P; auf (X!, P(XY)) fiir ¢t € N induziert, indem man fiir a = ay...a; € 3

Pi(a) := P(Xo = a1, ..., X;—1 = a;) := P(Xy '({ar}) N .. 0 X4 ({ae}))

und fiir A C ' weiter Pi(A) := Y .. 4 P(a) setzt. Mit Hilfe dieser Wahr-
scheinlichkeitsmafie kann man nun zwei stochastische Prozesse als im We-
sentlichen gleich identifizieren:

DEFINITION 2.26. Zwesi stochastische Prozesse
(1, By, Pr, (Xy)ten) und (22, B2, Po, (Y:)ten)

mit Werten in derselben endlichen Menge 3 werden Aquivalent genannit,
falls die gemdf obiger Beschreibung induzierten Wahrscheinlichkeitsmafe
(P1)¢ und (P2); fiir alle t € N tbereinstimmen.

Der einem stochastischen Prozess zugrundeliegende Wahrscheinlichkeits-
raum (2,3, P) kann nun bei gegebenem ¥ auf kanonische Art und Weise
eingefiihrt werden. Eine Folgerung des Satzes von Kolmogorov ([Bau91], S.
307, Satz 35.3) ist ndmlich, dass es zu jedem stochastischen Prozess einen
zu diesem dquivalenten Prozess gibt, der iiber den kanonisch konstruierten
Wahrscheinlichkeitsraum definiert wird.

Ohne an dieser Stelle die Einzelheiten der Beweisfiihrung des Satzes von
Kolmogorov zu zitieren (dafiir siehe z.B. die einleitenden Text zur Konstruk-
tion stochastischer Prozesse in [Bau91|, S. 303 ff. oder [Do053|, S. 46 ff.)
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bemerken wir, dass der kanonisch gegebene Wahrscheinlichkeitsraum eines
diskretzeitigen stochastischen Prozesses mit Werten in einem endlichen Al-
phabet 3 gerade gegeben ist durch

(QE = EN?‘BE = J(f2)7p)a

wobei P das eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmaf ist, fiir das bei
gegebenem Wort a € X! gilt, dass

gp(@) = Pt(d) = Pt(XO = aq, ...,Xt_l = Elt).

(Bemerke, dass gp einen stochastischen Vektor definiert, der nach oben Ge-
sagtem zu einem eindeutigen Wahrscheinlichkeitsmaf auf By, fortgesetzt wer-
den kann.)

Ist umgekehrt ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (Qx, By) gegeben (mit
anderen Worten ({25, By, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum), so erhélt man fiir
t € N Zufallsvariablen X; und damit einen diskretzeitigen, endlichwertigen
stochastischen Prozess durch die Vorschrift

X;: Qs — by
W= wwe wr.. —  w(t) =wpy.

wobei man die Messbarkeit der X; unter Zuhilfenahme von Satz 2.24 erhalt.
Kurz gesagt, und dies ist die Quintessenz dieses Abschnitts:

SATZ 2.27. Diskretzeitige stochastische Prozesse (Xt)(_eN mit Werten in ei-
nem endlichen Alphabet X entsprechen gerade (bis auf Aquivalenz) den Wahr-
scheinlichkeitsmaflen P auf dem soeben erklirten Messraum (Qyx, By).

KOROLLAR 2.28. Ein stochastischer Vektor g legt einen (bis auf Aquiva-
lenz) eindeutig bestimmten, diskretzeitigen stochastischer Prozess (Xi)ien
mit Werten in Y. fest und umgekehrt.

2.2.5. Der Schiebeoperator. Der Schiebeoperator ist eine messbare
Abbildung, die die Theorie der stochastischen Prozesse mit der der dynami-
schen Systeme verbindet. Mit dieser Verbindung erhilt man die Mdéglichkeit,
stochastische Prozesse beziiglich asymptotischer Eigenschaften “entlang von
Sequenzen” zu untersuchen. An dieser Stelle fithren wir jedoch nur den Begriff
des Schiebeoperators selbst ein. Elementare Begriffe der Theorie der dyna-
mischen Systeme werden an anderen, passenderen Stellen eingefiihrt werden.

DEFINITION 2.29. Wir nennen die Abbildung
Tao : Qs — Qs
w = (U)l,WQ,Wg,...) = (wg,W3,...),

also (Tqw)(k) := w(k + 1), in Worten Tq die Abbildung, die eine Sequenz
um eine Stelle nach links verschiebt, den Schiebeoperator.

DEFINITION/BEMERKUNG 2.30. Wir schreiben analog fir ein Wort a :=
aj...ap € Xt
Ta(a) := ag...a; € il
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Ist daher A € Xt eine Menge von t- Wortern, so
To"A={a1...0p0n41 .. .Qngt € S api.Gnyy € A}
Es folgt allgemein fiir n € N und Mengen A C ¥*

A=t = |Tg"Al=t+n.

PROPOSITION 2.31. Der Schiebeoperator ist messbar.

BEWEIs. Ist Z(A) € Fx, eine Zylindermenge mit definierender Grundmenge
A C ¥, so ist auch T,"(Z(A)) € Fx, eine Zylindermenge (mit definierender
Grundmenge T, A C " eine Zylindermenge fiir n € N. Der Schiebeope-
rator ist daher geméf Satz 2.24 eine messbare Abbildung. (]

BEMERKUNG 2.32. Ist T der Schiebeoperator und P ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf (5, Byx), so ist auch P o Tgk ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(Qx, By) (siehe Bem./Def. 2.23). Identifizieren wir den Wahrscheinlichkeits-
raum (Qs, By, P) mit einem stochastischen Prozess (Xi)ien, so ist der durch

(Qx, By, P o Tgk) induzierte stochastische Prozess (Y;)ien gerade gegeben
durch

Yi = Xitk-

2.3. Normen, Konvergenz und signierte Mafie

Beim Studium des letzten Abschnitts mag die Frage aufgekommen sein,
ob sich beliebige Elemente aus [, also beziiglich des stochastischen Operators
invariante Elemente mit (eindeutig bestimmten) signierten Mafen identifi-
zieren lassen. Tatsdchlich ist kein zu den obigen Fortsetzungssitzen allge-
meineres Ergebnis fiir den Fall signierter Pramafe bekannt. (Zumindest ist
dem Autor keines bekannt, und eine einfache Verallgemeinerung der obigen
Satze ist nicht mdoglich, da die Positivitdt der Prdmafie an entscheidenden
Stellen ausgeniitzt wird). Dieser Abschnitt wird einen Untervektorraum von
l, présentieren, fiir dessen Elemente eindeutige Fortsetzungen moglich sind.
Spétere Arbeit mit diesem Untervektorraum garantiert demnach das Han-
tieren mit wohlbegriindeten Objekten.

Die Einfiihrung dieses Untervektorraums hat einen zweiten guten Grund.
Die spéter entwickelte Ergodentheorie interessiert sich vor allem fiir die Kon-
vergenz gewisser Messwerte. Um diese Aussagen erzielen zu kénnen, bend-
tigen wir einen Konvergenzbegriff, der die ergodentheoretischen Aussagen
garantiert. Dies genau leistet gerade die Norm “der totalen Variation”, die
wir in diesem Abschnitt einfiihren werden. Elemente aus [, die endlich be-
ziiglich dieser Norm sind, bilden dann gerade den soeben erwdhnten Unter-
vektorraum, also die Grundmenge der meisten unserer Betrachtungen.
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2.3.1. Motivation: Wortweise Konvergenz. Wir starten diesen Ab-
schnitt, indem wir die eigentliche Motivation der Einfiihrung einer Norm
anreiflen: die Schaffung eines sinnvollen Konvergenzbegriffs. Einen genauen
Abgleich mit den in der MafRtheorie geldufigen Konvergenzbegriffen geben
wir spiter. Dabei werden wir diese Begriffe dann auch auf den Fall signier-
ter Mafle ausdehnen, ein in der Maftheorie nicht behandeltes Thema. Ohne
Einfiihrung einer Norm liegt zunéchst der folgende Konvergenzbegriff auf der
Hand:

DEFINITION 2.33. Wir sagen, dass eine Folge von Vektoren g, € lo,n € N
punktweise oder auch wortweise gegen einen Vektor g € I, konvergiert,

falls
Va € ¥*: lim gn(a) = g(a).

Zunichst einmal hat wortweise Konvergenz eine schéne Konsequenz: Kon-
vergiert eine Folge stochastischer Vektoren wortweise, so ist der resultierende
Grenzvektor wieder ein stochastischer Vektor. Allgemeiner gilt

SATZ 2.34. Sei (gn)nen eine Folge (signierter) Mafvektoren (stochastischer
Vektoren), die punktweise gegen einen Vektor g konvergieren. Dann ist auch
g ein (signierter) MafSvektor (stochastischer Vektor).

BEWEIS. Fiir signierte Maflektoren haben wir g = ¢ zu zeigen. Dies folgt
aus elementaren Limesregeln der Analysis:

og(a) = g(aa) = lim g, (aa)

a€S aezag , (2.16)
= lim » " gn(aa) =" lim g,(a) = g(a).
aEX

Im Falle von Mafvektoren haben wir noch g(a) € [0,1] fiir alle a € ¥* und
fiir stochastische Vektoren zusétzlich g(0) = 1 zu zeigen. Das ist aber offen-
sichtlich. O

Das soeben zitierte Ergebnis verfiihrt zu der Annahme, dass wortweise Kon-
vergenz auch Konvergenz der zu den Vektoren assoziierten Mafe auf allen
Elementen der o-Algebra By, nach sich zieht. Tatsdchlich ist dies nicht der
Fall. Das folgende Beispiel wird dies dokumentieren:

BEISPIEL 2.35. Sei ¥ = {a,b} und
gn: X° — R

(2.17)
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In Worten beschreiben die zu den g, assoziierten Mafle mgy, eine Gleichver-
teilung tber alle Sequenzen, die mit n a’'s anfangen. Sei weiter

g: X — R
_ 1 a=a" fir einn (2.18)
a —
0 sonst.

Dann konvergieren die g, offensichtlich punktweise gegen g. Sei weiter

B = {aaaaaa...} = NpQgm € By
das Element der Sigma-Algebra, das nur die Sequenz enthdlt, die nur aus a’s
besteht. Dann gilt

Mgy, (B) = W%E)noo gn(mkSmQak) = nlgnoo om—n

—
~

=0

((*) nach Konstruktion der eindeutigen Fortsetzung mg, von g, siehe den
Beweis von 2.16 in [Bau90]), aber (mit derselben Argumentation)

mg(B) = 1.

Demnach konvergieren die mgy, nicht auf allen Elementen von By gegen my.

Um einen Konvergenzbegriff zu schaffen, der die Konvergenz der durch sto-
chastische Vektoren induzierten Wahrscheinlichkeitsmafe auf allen Elemen-
ten der o-Algebra nach sich zieht (das ist spater in der Ergodentheorie wiin-
schenswert), muss mehr gearbeitet werden. Wir beginnen mit der Defini-
tion eines Untervektorraums von [.,, dessen Elemente sich, wie einleitend
bemerkt, gerade mit den endlichen, signierten Mafen identifizieren lassen
konnen (diesen Zusammenhang beleuchten wir spéter). Auf diesem Unter-
vektorraum ldsst sich eine Norm einfiihren, die die gewiinschte Konvergenz
nach sich zieht.

2.3.2. Die Norm der totalen Variation. Um es noch in einmal kurz
und klar zu sagen: Normen haben viele niitzliche Konsequenzen, deren wich-
tigste meist die Schaffung einer Topologie ist. Damit einhergehend kommen
dann geldufige Begriffe wie Konvergenz und Stetigkeit ins Spiel. Deshalb:

DEFINITION 2.36. Wir setzen
Irv = {g €R”" | sup Y [g(a)| < oo}.
teN
acxt
Weiter definieren wir
Iz : ey — R*
g = SUP¢eN Zaezt lg(a)l,

und nennen diese Abbildung die Norm der totalen Variation. Den Vek-
torraum Iy nennen wir entsprechend Vektorraum der totalen Variati-
on.

(2.19)
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Der Name “Norm der totalen Variation” ist in jeder Hinsicht gerechtfertigt.
Zunichst einmal versichern wir:

PROPOSITION 2.37. (I7v,||.||7v) ist ein normierter Raum.
BEwEIs. Nach Definition ist ||.||7v (l7y) C RT. Ist A € R und g € Iy, so

IAgllrv =sup > [Ag(a)| = sup > Alg(a
keN acxk acxk
= Su1i>|>\| > gla)] = \/\|Sup > lg(@)] =M lgllrv,
acxk acxk

wobei wir die Tatsache sup{ts | s € S} =t -supS fiir eine Menge S C R
und ¢ € R* ausgenutzt haben. Sind nun g, h € I7y, so

H9+hHTv=2upZ|g )+ h(a é SUPZ|Q )+ [h(@)]
eN

aexk aexk
(2 21)
sup Z\gdH—Z\hd
(nm)eEN? gesn aexm
2.22)
= swp > lg@)| + sup > In@)] = llgllev + [Allzv,
aeE" aGZm

Der Reihe nach haben wir die folgenden Eigenschaften fiir zwei Mengen
S, T C RT ausgeniitzt:

VseS3teT: s<t = supS <supT (2.20)
SCT = supS <supT (2.21)
sup{s+t|seS,teT} = supS+supT. (2.22)

Gilt ||g||7v = 0, so fiir alle ¢

E lg(@a)| = 0= Va e x: |g(a)| = 0.
acxt
O

Damit wire der erste Teil des Namens “Norm der totalen Variation” iiber-
priift. Die Bezeichnung “totale Variation” wird spéter ihre Berechtigung er-
fahren. Siehe dazu Satz 2.63 sowie Bemerkung 2.62, die unsere Konvergenz-
begriffe in einen Zusammenhang mit den in der Gemeinde der Maftheoretiker
iiblichen Konvergenzbegriffen stellt.

Wir fahren damit fort, Eigenschaften von [y aufzulisten. Wir stellen als
Erstes fest, dass Iy echt in [, enthalten ist.

BEMERKUNG 2.38. Bezeichnet man mit

[lglloc == sup |g(a)]
acy*
die tbliche (Supremums-)Norm auf dem Raum der beschrinkten Folgen I
tber X*, so gilt
Vg €G:|lglloe < llgllrv-
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Weiter gilt
lTV g ZOO)

wie man mit Hilfe der Funktion g mit g(a) = 1 fir alle a € X* einsieht.
Wir definieren nun

DEFINITION 2.39. Wir sagen, dass eine Folge von Vektoren (gn)nen (in
Norm) gegen einen Vektor g € lpy konvergiert, falls

lim ||gn _g”TV = 07
n—o0

also die g, beziglich der von ||.||py induzierten Topologie konvergieren. Der
Einfachheit halber meinen wir Konvergenz in Norm, wenn wir

lim g, =g

n—~o0

schreiben.

Wir stellen weiter fest, dass der eben definierte lineare Unterraum Iy ein
Banachraum ist. Dies ist im Folgenden an einigen Stellen von héchstem In-
teresse, da sich so Konvergenzbeweise einfacher fiihren lassen.

SATZ 2.40. Der normierte Raum (lpy, ||.||7v) ist vollstindig.

BEWEIS. Sei (g )nen eine Cauchy-Folge aus Iy . Fiir g € lpy setzen wir
t
gt =glsr €RY,

welche sich mit Vektoren endlich-dimensionaler, reellwertiger Vektorrdume
identifizieren lassen. Wegen

1(gn)e = (gm)ells = Y (90 = 9m)(@)] < llgn — gm||7v
aext

und der Vollstdndigkeit endlich-dimensionaler, normierter Vektorrdume, kon-
vergieren die induzierten endlich-dimensionalen Folgen gegen Elemente g;.
Wir definieren einen Vektor g € R*" durch die Vorschrift g(a) := g;(a) fiir
|a| = t. Sei nun € € R™. Dann gibt es ein Ny € N, so dass
€
Vn,m > NO : ||gn - gm||TV < 57
woraus
€
Vi, m > No, ¥t € Nt |l(gn)e — (gm)ellt < 5
folgt. Lasst man m — oo erhdlt man somit
_ € _
Vn > No,Vt € N |[|(gn)e — (9)elh < 53<¢ = llgn—dgllrv <e

Also konvergieren die g, gegen den Vektor g. Ist nun € = 1, so gibt es ein
Ny, so dass

Vn > Ny :|lgn — gllrv < 1.
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Es folgt
VteENVYR >Ny : Y g@)— > |gn(a)l
aest aext
<> l9(@) - ga(a) (223)
aext
< Ilgn — gllrv <1,
woraus sup; » o5 [9(@)| < ||gnl|l7v 4+ 1 und damit g € I7y folgt. O

Fiir konkrete Berechnungen der Norm der totalen Variation ist die folgende
Proposition hilfreich.

PROPOSITION 2.41. Ist g € I, NIy, so gilt
lgllrv = lim " |g(a)l.
aext
Ist g ein Mafvektor, so g € lpy und
lgllzv = 9(B).
BEWEIS. Der erste Teil folgt aus

Yo lg@IET Y 1Y g(aa)l

aext aext a€x
<> > lglaa) = > lg(@)l.
acxt a€¥ aexttl

Der zweite folgt aus

t

3 l9(@) =Y gla) TET g(o).

aext aext
U

Eine interessante und spater ungemein niitzliche Beobachtung ist nun, dass
sich in endlich-dimensionalen Unterrdumen von /g); die beiden Konvergenz-
modi nichts tun. In diesem Fall impliziert die wortweise Konvergenz ndmlich
schon Konvergenz in Norm:

SATZ 2.42. Sei V C lpy ein endlich-dimensionaler Unterraum von lpy und
(gn)nen eine Folge in V', die wortweise gegen g € lry konvergiert. Dann
konvergieren die g, auch in Norm gegen g, insbesondere ist g € V.
BEwEls. Wir wihlen zunéchst eine Basis (;);c(1,...,m} von V und identfi-
zieren iiber die Koordinatendarstellung
O Vv — R™
Yoiaihy = (ar, ., on)

V mit dem R™ und setzen

D(gn) =: (an1y ey Onm) =: ag
sowie

®(g) =: (Br, ..., Bm) =: 6.
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Wir bemerken weiter, dass via der Koordinatendarstellung auf dem R™
durch die T'V-Norm ebenfalls eine Norm induziert wird. Da in einem endlich-
dimensionalen reellwertigen Vektorraum alle Normen dquivalent sind, reicht
es demnach zu zeigen, dass

Vie{l,...m}: nh—rgoa”j = 3.

Wir bestimmen nun mit dem nachstehenden Lemma 2.43 m Sequenzen
a;, 1 =1,...,m, so dass

hl(C_Ll) cee hm((_ll)
A= - c Rmxm
hi(@m) -+ hm(Gm)

eine reguldre Matrix ist. Wir schreiben weiter

Dann gilt zunéchst A3 = x4, und weiter

A1 stetig _
Aoy, — x4 = o, — A la;g:ﬂ.
n—oo n—oo

O

Das sich nun anschlieffende, im obigen Beweis bereits benutzte Lemma wirkt
auf den ersten Blick trivial und wird auch spiter noch (im Abschnitt iiber
Basen und charakteristische Systeme 3.3) vielfach zur Anwendung kommen:

LEMMA 2.43. Sei (gi)icr, I C N eine abzdhlbare Familie von Vektoren aus
loo- Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die g; sind linear unabhdingig.

(ii) Es gibt eine Familie von Wartern (a;)icr, so dass die Matrizen fir
allet €1

(@) ... gi(ar)

AZ — - . .

0@ - gila)

requldr sind.

BeEWwEIs. Die Richtung (i7) = (7) ist einfach, denn wir haben nach Definition
der linearen Unabhéngigkeit die lineare Unabhéngigkeit endlicher Teilfamili-
en der (g;) zu zeigen. Ist eine endliche Teilfamilie gegeben, so ist Ay fiir den
grofiten in dieser Teilfamilie auftretenden Index N reguldr und die lineare
Unabhéngigkeit der Teilfamilie folgt.

Fiir die andere Richtung identifizieren wir [ iiber entsprechende Bijektionen
mit entweder einer endlichen Teilmenge {1, ...,n} von N oder aber mit N\{0}.
Wir zeigen die Behauptung dann in beiden Fillen mit Induktion iiber ¢. Im
Falle i = 1 finden wir wegen ¢; # 0 ein Wort ag mit 0 # g;(a1) = det(g1(ay)).
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Fiir den Induktionsschritt sei ¢ > 2. Dann konnen wir die Existenz einer re-
guldaren Matrix

g1(ay) o gi-1(ar)
Aj-1 1= : - :
g1(@n-1) - gi-1(@;i-1)

annehmen. Damit finden wir ein eindeutig bestimmtes A = (A1,..., \;_1)7,
so dass

Aiad = (gi(@r), -, gi(ai))" & A= A7 (9:i(@1), -, i(@i-1))"
Ist nun a; € ¥*\ {aop, ...,a;—1} und die Matrix

gi(ay)
Ag, = Ai :
' gi(@i—1)
gi(a;) - gi-1(a)  gi(a)

singulér, so gilt aufgrund der Eindeutigkeit von A auch
i—1
gi(@:) =Y Xjg;(@s).
j=1

Daher muss es ein Wort a; geben, so dass Ag, regulér ist, da sonst

1—1
9i = Z Ajgj
j=1

folgte, ein Widerspruch! O

2.3.3. Signierte Mafie und der Zerlegungssatz. Wir kommen nun
zur ersten Rechtfertigung der Schaffung von [py. Tatsdchlich kénnen wir
ndmlich die signierten Mafvektoren, die in /7y enthalten sind, eindeutig mit
signierten Maften identifizieren. Die folgenden Ergebnisse zeigen den Weg
zu dieser Erkenntnis. Wir starten mit den fundamentalen Ergebnissen iiber
signierte Mafe, die in Biichern im Allgemeinen etwas stiefmiitterlich abge-
handelt werden, offensichtlich, weil negativ belegte Mengen intuitiv nicht
eingeordnet werden kénnen. Tatsdchlich stellen sich zumindest endliche, si-
gnierte Mafe als Differenzen von endlichen Mafien heraus. Das reicht den
meisten Mafitheoretikern.

SATZ 2.44 (Hahn-Zerlegung). Sei P ein endliches, signiertes Maf auf einer

o-Algebra B iiber einer Menge Q). Dann existieren zwei Mengen Q,Q7, so
dass Q= QTUQ™ und

P(B)>0, Be(QtnB)
P(B)<0, Bec(Q nB).

Die Mengen Q,Q~ nennt man eine Hahn-Zerlegung von P.
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BEWEIs. Siehe [Bau90], Seite 123. O

KOROLLAR 2.45. Jedes endliche, signierte Mafi P auf einer o-Algebra B ist
die Differenz zweier endlicher Mafe.

BEWEIS. Definiere endliche Mafe P, P~ durch P*(A) := P(ANQ") und
P~(A) = —P(ANQ"), dann P = P+ — P~ O

KOROLLAR 2.46 (Jordan-Zerlegung). Sei P ein endliches, signiertes Majf§
auf einer o-Algebra B. Dann gibt es eindeutig bestimmte Mafle P, P~, so

dass P = P™ — P~ und fiir jede andere Darstellung P = P, — P, mit Maflen
Py, Py gilt: Py = PT + 6 und P, = P~ + 6 fiir ein Mafi § # 0. Die Mafe
Pt P~ werden Jordan-Zerlegung von P genannt.

BEWEIS. Folgert man, indem man den Beweis des Satzes ([Bau90], S. 123)
iiber die Hahn-Zerlegung durchgeht. (]

BEMERKUNG 2.47. Ist P ein endliches, signiertes Maf und QTUQ ™ eine
Hahn-Zerlegung zu P, so ist die Jordan-Zerlegung gerade gegeben durch

P (A) = P(ANQ") und P~(A) := P(ANQ").

Das ist eine direkte Konsequenz des Beweises zum Satz idber die Jordan-
Zerlegung.

Die Jordan-Zerlegung gibt Anlass fiir eine weitere Definition, die den “Be-
trag” eines endlichen, signierten Mafes erklirt.

DEFINITION 2.48. Sei P ein endliches, signiertes Mafi und P = PT™ — P~
seine Jordan-Zerlequng. Dann nennen wir P die positive Variation von
P und P~ die negative Variation von P. Setzen wir weiter

|P|:= Pt + P,

so nennen wir dies totale Variation von P.

Wie bereits zu Beginn des Abschnitts erwdhnt, stehen fiir signierte Pramafe
im Allgemeinen keine zu den fiir Pramafien erhiltlichen analogen Fortset-
zungssitze zur Verfiigung. Eine hinreichende Bedingung wére in unserem
Fall die Zerlegbarkeit der signierten Pramafe in Differenzen von Pramafen,
wie mit dem sich anschliefenden Lemma klar wird.

LEMMA 2.49. Sei
n
9= Z @i
i=1

ein Mafvektor, der als Linearkombination von Mafvektoren g; entstanden
ist. Dann gilt

VBEBs: my(B) =) amy(B).
=1
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BEWEIS. Das ist natiirlich klar fiir Zylindermengen B. Fiir allgemeines B
bemerken wir, dass durch die Vorschrift

f(B) =) aimg,(B)
i=1

ein endliches, signiertes Mafk auf (Q2x, By;) festgelegt wird, das auf den Zylin-
dermengen mit m, iibereinstimmt. Die Annahme eines B € By, mit f(B) < 0
fiihrt mit dem Approximationssatz fiir Mafle 2.18 auf eine Folge von Zylin-
dermengen (B,) mit |f[(BAB,) — 0, wobei |f| die totale Variation von
f sei (siehe Definition 2.48). Das wiederum fiihrt mit Lemma A.2 auf eine
Zylindermenge B,,, mit

0> f(Bno) = g(Bno) >0,
ein Widerspruch. Demnach ist f ein Maf. Mit Hilfe von Satz 2.19 sieht man

daher ein, dass f = m,. O

KOROLLAR 2.50. Ist g ein signierter Mafvektor, der als Differenz zweier
Magfvektoren g1, go entstanden ist, also

9=91— 92,
so definieren wir
VB € By, :  my(B) :=myg, (B) —mg,(B).
Diese Definition ist wohlbegriindet, denn im Falle von
91— 92=9 =93 — G4
fiir Mafvektoren g1, 92,93, g4 gilt wegen g1 + g4 = g2 + g3 nach Lemma 2.49
Mg, (B) +mg,(B) = m(g,444)(B) = M(gy465)(B) = Mg, (B) + mg;(B)

und damit natirlich mg, (B) —mg,(B) = mg,(B) —mg,(B). In diesem Sinne
schreiben wir fiir solche Vektoren g auch einfach g anstelle von mg, falls es
auf den Unterschied nicht ankommdt.

Wir sehen damit ein, dass durch signierte Mafivektoren, die als Differenz
zweier Mafivektoren entstehen, ein eindeutig festgelegtes signiertes Mak m,,
gegeben ist. Diese Zerlegung funktioniert nun im Falle signierter Mafvekto-
ren aus lpy:

SATZ 2.51 (Zerlegungssatz). Sei g € lpy ein signierter Mafvektor. Dann
gibt es eindeutig bestimmte Maflvektoren g, g~ € lry, so dass

g=g"—g"
und

g™ llzv + g~ [lrv = llgllzv.
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BEWEIS. Wir werden die Vektoren g+, g~ explizit konstruieren. Wir setzen
zunédchst fiir alle a € ¥* und ¢t > |a|

Sta= Y la®)l= > g(b) (2.24)

bexst bexst
g(0)>0 g(b)>0

und analog

Sra= Y la®)= > —g(b). (2.25)

best bext
9(b)<0 9(b)<0

Wir bemerken zunichst, dass fiir alle a € ¥* und ¢t > |a|
Sta <6500 < llgllrv, (2.26)

wobei die erste Ungleichung aus

g(0) "ETY "g(ba) < > g(ba)
acx g(%f)EZO
fiir b € XL mit g(b) > 0 bzw. einer analogen Rechnung fiir g(b) < 0 folgt, und
die zweite direkt aus der Definition der Norm der totalen Variation. Damit
bilden die 5: a und die ¢, ; monoton wachsende, beschrénkte Folgen in ¢ und
wir setzen

@) = lim o, (2.27)
g (a) = tligloét_@ (2.28)

und zeigen, dass so Vektoren mit den gewiinschten Eigenschaften definiert
sind. Weiter folgt wegen

D 0w =2_ > 90

a€ey a€ey Beﬁzga
g(b)>0

=Y g =46,

7 t
bext
g(b)>0

(2.29)

fiir t > |a| + 1 und damit

(09")(@) =3 g* (@a) = 3 Jim 5/,

acx a€Xx
_ 1 + (229 .o 4o
= thm 0aa = lim &7 =g7(a)
—00 t—o00
acx

ogT = g*. Analog schlieRt man auf og~ = g—. Nach Definition gilt offen-
sichtlich g™, g~ > 0. Damit sind g™, g~ Mafvektoren. Beachten wir noch

5;:\ +51;D = Z l9(a)], (2.30)

aext
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SO

— P.2.41 _ . . _
lg* v + g™ [lrv "2 % (0) +97(0) = lim 55 + lim 67

T + - (2:30) .. _

= lim (55 +0;5) = lim > |g(a)] (2.31)
acxt

P.2.41

=" |lgllrv-

Es bleibt die Eindeutigkeit zu beweisen. Hierzu nehmen wir die Existenz
zweier zu g+, g~ verschiedener MafRvektoren ¢i,go mit ¢ = g1 — g2 und
llgll7v = |lg1llTv + |l92||7v an. Wir nehmen ohne Einschriankung (die ande-
ren Fille folgen véllig analog) die Existenz eines a € ¥* mit ¢1(a) < g™ (a)
an. Nach Definition von ¢g* gibt es ein t > |a|, so dass fiir A := {a € XL |g(a)}
gilt, dass g(A) > g1(a). Damit folgt, da g; ein MaRvektor ist,

91(4) < g1(Zh) = g1(a) < g(A) = g1(A) — g2(A) < g1(A),

ein Widerspruch!
O

KOROLLAR 2.52. Jedes durch einen signierten Mafvektor aus I, Nlry indu-
zierte signierte Pramaf ldsst sich zu einem eindeutig bestimmten endlichen,
signierten Maf auf (Qx, By) fortsetzen. Die endlichen, signierten Mafle auf
(Qyx, By) stehen damit in einer 1-1-Beziehung zu den Elementen aus l,Nipy,
d.h. es gilt

Mg, =g und g, = g.

BEWEIS. Ist g € I, Niry, sosei g = gt — g~ die Zerlegung gemaR Satz 2.51.
Dann erhalten wir ein endliches, signiertes Maf m, durch die Vorschrift

VB e Bs: my(B):=mg+(B) —mg(B),

wobei m -+, m,~ die eindeutig bestimmten Mage seien, die die durch g*, g~
induzierten Pramafe fortsetzen. Ist m* ein beliebiges endliches, signiertes
Maf, so dass die Einschrankung von m™* auf die Zylindermengen den Vektor
g induziert, so schreiben wir m* = m; — my gemif der Hahn-Zerlegung und
erhalten mit Satz 2.19 ¢ = g, — gm,. Damit aber mit Korollar 2.50 und
wiederum Satz 2.19

mg = Mg, — Mg, =mi—my=m"
Umgekehrt erhalten wir bei gegebenem endlichen, signierten Maf m iiber die
Hahn-Zerlegung m = m; — my (Satz 2.44 einen dazu assoziierten signierten
Mafvektor g, := gm, — gm, € lrv. Mit Hilfe von Satz 2.19 und Korollar
2.50 stellen wir dann noch fest, dass die Beziehungen m,, = m und g,,, = g
gelten, was den Beweis vervollstandigt. O

BEMERKUNG 2.53. Aus den Figenschaften der Jordan-Zerlegung und ihrer
FEindeutigkeit kann man nun folgern, dass die zu g* und g~ assoziierten
Mafle mg+,mgy— gerade der Jordan-Zerlegung von my entsprechen. Es gilt
also

ot o
Mg+ = My und Mmg— =My .
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Dariiberhinaus man mit dem Satz tber die Hahn-Zerlegung die Frxistenz zwei-
er Mengen Q1. Q™ € By mit Qs = QTUQ™ folgern, so dass fiir beliebiges
B € By,

mg+(B) = mg+ (BNQY) und my—(B) = my-(BNQ7)
gelten. Offensichtlich dann auch

P2.41

g™ llrv g7 () = mgr.- (Qp) = my(QT7).

Diese Bemerkung motiviert nun eine weitere Definition, die Namen fiir die
Elemente des Zerlegungssatzes stiftet:

DEFINITION 2.54. Ist g € 7y N, und sind g*, g~ die eindeutig bestimmten
Maflvektoren des Zerlequngssatzes, fir die
9=9"—g"
und
lgllrv = llg™llrv + 119~ llrv

gilt, so nennen wir (im Einklang mit Bemerkung 2.53) g* den  positi-
ven Variationsvektor, g~ den negativen Variationsvektor und |g| :=
g7 + ¢~ den totalen Variationsvektor von g.

Ein Satz, der den Umgang mit der Jordan-Zerlegung in Bezug auf unsere
Norm illustriert, beschlieft diesen Abschnitt.

SATZ 2.55. Sei g € lsy und (gn)nen eine Folge von Vektoren g, € lsp-
Dann

lim g, =g <= lim(g,) " =¢" und lim (g,) =g,
n—oo n—oo n—oo
wobei jeweils Konvergenz in T'V-Norm gemeint sei.

BEWEIS. “<=" ist offensichtlich. Fiir “—" bemerken wir zunéchst, dass es
wegen
1gn)™ =" llrv =11 = (gn = (gn) ) + (9 = g )llzv
<Illg = gnllrv + l(gn)" = g™ llTv

reicht, lim, oo [[(9n)" — g7||7v = 0 zu zeigen. Sei € € R*. Dann wihlen wir
ein Ny € N, so dass fiir alle n > Ny

€

3

Sei nun ¢ € N. Wir definieren zunéchst fiir alle n € N

Apsa = {be P gn(b) >0}  sowie Asg = {be X2 g(b) > 0}.

llgn — gllTv <

Wir betrachten den Beweis des Zerlegungssatzes 2.51 und stellen zur Wie-
derholung fest:
*(@) = lim g(Asa).

§—00

(92)% (@) = lim g,(Ansa) und ebenso ¢
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Wir definieren weiter

Bn,s,& = An,s,ﬁ \ As,d7
On,s,d = As,d \ An,s,ay
Dn,s,& = As,n,t‘z N As,z‘z

und bemerken, dass ¢,(Cysz) < 0 und ¢g(Cpsa) > 0 sowie umgekehrt

9(Bnsa) < 0 und ¢,(Bpsa) > 0, aber sowohl g,(D, sz) > 0 als auch
9(Dy.s.a) > 0. Daher gilt fiir n > Ny, t € Nund s > ¢:

Zgn(Bn,s,&) S Z gn(Bn,s,&) n,s,a Z |gn n,s,a (Bn,s,&)|
acext acxt >0 acext
=31 g = D a®I< D> D gald) - g(d)]
aezt beana BeBn 3S,a aezti)eBn,s,ti
€
<D lon(®) = g(®)] < llgn —gll < 3
bexs
(2.32)
sowie analog
€
> 9(Cnsa) < 3 (2.33)
aext

Deshalb fiir alle n > Ny, t € Nund s > ¢

Z |gn(An,s,a) - s | = Z |gn n,s,a ( gn — g)(Dn,s,d) - g(cn,s,z‘z)|

aeXt aext
<3 19aBusa)l + 3 (G0 = 9)(Dusa)l + 3 | = 9(Crsa)]
acext aext aext
S Z gn(Bn,sﬁ) + Z Z |gn(6) - ’ + Z n ,S a
aext a€Xt beDy s a aex?

(2.32),(2.33) ¢

€
< §+||9n—9’|TV+§<6-

(2.34)
Daher folgt fiir n > Ny und ¢t € N
Z |(9n)+( (_1 | = Z | hm gn(Ansa) - 815209(148 a)|
aext aext
. (2.34)
= SIEEO Z |gn(An,s,&) - Q(As,a)\ < €
acxt
und somit auch
(gn)T = 9T llrv <e
O

Mit Korollar 2.52 definieren wir nun den Vektorraum, der Grundlage der
meisten unserer Ergebnisse sein wird:
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DEFINITION 2.56. Wir setzen
lsyv =1l N7y

und bezeichnen diese Menge als Vektorraum der endlichen, signierten
Mafivektoren. Wir schreiben my fiir das gemdff Korollar 2.52 durch g in-
duzierte, eindeutig bestimmte, signierte, endliche Mafi auf (Qs, By).

Wir schliefen der Vollstdndigkeit halber mit dem Beispiel eines Fixpunkts g
des stochastischen Operators o, der nicht in Iy zu finden ist.

BEISPIEL 2.57. Wir setzen

S

g: X¥ —
0

a g(b) +1 a = ba fiir ein b € ¥

g(b) — g(ba) @ = bb fiir ein b € T

Q
I
SO

und sehen direkt ein, dass og = g gilt. Offensichtlich gilt
gla') =t,

WOTaus SUPey Y aesye [9(@)| = oo und damit g € Iy folgt.

2.3.4. Konvergenz von Mafien. Dieser Abschnitt liefert nun den - zu
Beginn des Abschnitts bereits angerissenen - Abgleich mit den in der Maf-
theorie bekannten Konvergenzbegriffen. Wir starten daher mit zwei aus der
Maftheorie stammenden Definitionen (siehe z.B. [JR97]).

DEFINITION 2.58. Sei (P, )nen eine Folge von Mafen auf einem Messraum
(Q, B). Wir sagen, dass die P, stark gegen ein Maff P* konvergieren, falls

VBeB: lim P,(B)= P*(B).

Wir reichen in einem Atemzug eine weitere Form der Konvergenz von Mafen
nach:

DEFINITION 2.59. Sei (P,)nen eine Folge von Mafen auf einem Messraum
(Q, B). Wir sagen, dass die P, schwach Skorokhod gegen ein Maff P*
konvergieren, falls

Ve c RT ANy € N: Vn> Ny sup |P,(B) — P*(B)| < e,
BeB

d.h. falls gleichmafige Konvergenz auf allen Elementen der o-Algebra B
stattfindet.

BEMERKUNG 2.60. Wir weisen daraufhin, dass wir diese Konvergenzbegriffe
verallgemeinert haben. In der Literatur werden sie nur fir Folgen von Wahr-
scheinlichkeitsmafen formuliert (siehe [JROT]).
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BEMERKUNG 2.61. Die Verwendung des Ausdrucks “schwach” im Begriff
“schwach Skorokhod” rihrt vom prominenten Satz iber das “schwache Gesetz
der grofien Zahlen” her und kann sich mit einer dquivalenten Beschreibung
dieser Konvergenzform, die in Appendiz B aufgefihrt wird, erklirt werden.

BEMERKUNG 2.62. Beide Formen, die starke und die schwache Skorokhod
Konvergenz finden gemeinhin wenig Beachtung in der Literatur. Viel wichti-
ger und deshalb ungleich ausfihrlicher behandelt ist die sogenannte “schwache
Konvergenz” von Maflen, die sich auf von Topologien erzeugten o-Algebren
definieren ldsst. Fine Folge von Maflen konvergiert dann “schwach’, falls al-
le Integralfolgen von konvergenten Folgen stetiger Funktionen konvergieren.
Der Satz von Portmanteau fiihrt dann verschiedene Charakterisierungen fir
diese Sorte Konvergenz auf. Dafir siehe z.B. [Bil99|. In der Ergodentheorie
jedoch ist die “starke” Konvergenz spezieller Folgen von Majflen, wie bereits
erwdahnt, von zentralem Interesse.

Offensichtlich impliziert “schwache Skorokhod” Konvergenz die “starke” Kon-
vergenz. Was haben diese Formen der Konvergenz nun mit unseren Begriffen
zu tun? Der folgende Satz wird diese Zusammenhinge aufzeigen, und wie
oben versprochen, die Namensgebung “Norm der totalen Variation” begriin-
den. Tatséchlich wird in der Literatur (siehe z.B. [JR97], [Bil95], [Bil99])
die “Metrik der totalen Variation” dry, gegeben zwei Mafle P und ) auf
einem Messraum (€2, B) wie folgt definiert:

drv(P,Q) = sup |P(B) — Q(B)].

Wir zeigen, dass die durch unsere Norm geschaffene Topologie zur der dieser
Metrik dquivalent ist. Eine offensichtliche Folgerung ist, dass Konvergenz in
Norm zu “schwacher Skorokhod” Konvergenz dquivalent ist.

SATZ 2.63. Seien g,h € lgps. Dann gilt

sup |mg(B) —mu(B)| < [lg — hllrv < 2 sup [mg(B) —ms(B)|. (2.35)
BeBs, BeBs,

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst

sup |mgy(B) —mp(B)| < [lg — hll7v-
BeBy,

Sei dazu zunichst Z(B) € By, eine Zylindermenge, also B C X! fiir ein t. Es
folgt

[mg(B) —mu(B)| = 1) g(a) = Y h(@)|

acB acB
<) lg(a) — h(a)] (2.36)
aEeB

< Y l9(@) = h@)| < llg = hllrv-

aext
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Sei nun B € By, beliebig. Dann gibt es gemé&ff Satz 2.18 eine Folge von
Zylindermengen (By)en mit

lim |[(mg —my)|(Br A B) =0.

k—o0

Mit Lemma A.2 folgt dann limy_,..(mg — my)(Bg) = (mg — my,)(B) und
somit weiter wegen Korollar 2.50

Tim [ (By) — mi (By)| = |mg(B) — m(B)|.
Wegen |mgy(By) —mnp(By)| < ||g — h||7v ist damit auch |my(B) —my(B)| <
llg = hllTv.

Sei nun ¢ € RT. Fiir die andere Richtung haben wir die Existenz einer Menge
B € By, zu zeigen, so dass

1
my(B) = mn(B)| > 5llg = hllrv —e.
Wir finden zunéchst ein ¢ € N, so dass

3" lg@) — h(@)| > Ilg — hllry — 2e.

acxt
Wir setzen nun
Ay = {aex'|g(a)> na)},
Ay = {aeX'|ha) >ga)}

und folgern

(mg(A1) — mp(A1)) + (ma(Az) —mg(A2))
= > (9(a) —h(@)+ )Y (h(a) - g(a))

acA, acAs (2.37)
= > lg9@) — @] > llg = hllrv — 2.
aext

Damit folgt fiir ein ¢ € {1,2}
1
[my (A7) —mn(Ai)| > 5llg = hllry —e. (2.38)
(]

BEMERKUNG 2.64. Sind g, h € lgps zwei stochastische Vektoren, so gilt sogar

llg — hllrv = QBSUP |mg(B) — mpu(B)|

EBy
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wegen
2|mg(B) — mu(B)| = |mg(B) —mu(B)| + [(1 —my(B)) — (1 = mu(B))|
= |my(B) — mn(B)| + Imy(CB) — mh(UB)I

Z\Zg(@)— h @I +1)_ 9@~ ) h@)

acB acCB acCB
<> lg(@) - h(fi)l + ) lg@) —

acB acCB
=) lg(a) — h(@)| < [lg — hllrv.

acxt

fiir Zylindermengen Z(B) und demselben Approzimationsargument wie oben.
Weiter ergibt sich unmittelbar:

KOROLLAR 2.65. Seien (gn)nen,g € lsy endliche, signierte Maflvektoren.
Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Die Folge der g, konvergiert in Norm gegen g, d.h.
lim ||g, — g||7v = 0.
n—oo

(b) Die Folge mg, der zu g, assoziierten Mafle konvergiert “schwach
Skorokhod” gegen das Maff my.

Beide Aussagen implizieren dann, dass die Folge der zu g, assoziierten Majfle
myg, “stark” gegen das Maf m, konvergieren.

Jedoch impliziert “starke” Konvergenz nicht die “schwache Skorokhod” Kon-
vergenz. Hier ist ein Gegenbeispiel, das durch das in [JR97] aufgefiihrte
Gegenbeispiel (dort wird ein anderer zugrundeliegender Messraum angege-
ben) inspiriert ist.

BEISPIEL 2.66. Wir setzen X := {a,b} und betrachten die folgende Folge von
stochastischen Vektoren (gn)nen:

gn: Ha, b} — [0,1]
ﬁ t<n
a — 2‘5% t>nunda(n) =a
0 sonst.

In Worten beschreibt g, eine Gleichverteilung tber alle Sequenzen, die an
n-ter Stelle ein a haben. Wir betrachten nun noch

g {abl — 1)

—

lal»

also den Vektor, der eine Gleichverteilung tiber alle Sequenzen ausdriickt. Fs
ist unmittelbar klar, dass die Folge der g, wortweise gegen g konvergiert. Es
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gilt aber
Y @ —g@l= > lgm@—-a@l+ > lg(a)—g(a)
ac{a,b}™ ac{a,b}n ac{a,b}n
a(n)=a a(n)=b
1 1 1
- Z 15T~ ol T Z | ==
ac{a,b}™ Q‘G‘ Q‘G‘ ac{a,b}m Q‘G‘
a(n)=a a(n)=b
— card({a,b}" V) o= + card({a, b))
’ 2lal ’ 2lal
41
= 2(2” 12_n) = ]-7

was Konvergenz in Norm ausschliefit. Die “starke” Konvergenz kann jedoch
folgendermagen gezeigt werden. Wir bemerken zundchst, dass fir alle B € By,
und alle n € N wegen mg, (T5"Z(b)) =0 (T5"Z(b)) sind alle Worter, die
an der n-ten Stelle ein b haben):

Img, (B) = mg(B)| = |my, (Tq"(Z(a)) N B)
—mg(Tg"(Z(a)) N B) —mg(T"(Z(b)) N B)|
<|myg, (Tq"(Z(a)) N B) = mg(Tq"(Z(a)) N B)|
+ |mg(T"(Z(b)) N B)|
(

~—

woraus

Mg, (B) < 2my (B) (2.39)
folgt. Sei nun B € By, und € € R™. Zundchst gibt es nach dem Approzimati-
onssatz 2.18 eine Folge von Zylindermengen By, mitlimy_,oo mg(By A B) =0
und wegen Lemma A.3 somit eine Zylindermenge Bx mit

mg(Bg A B) < %

Aus (2.39) folgt dann

2
my, (B A B) < § (2.40)
Sei A C BN eine definierende Grundmenge von By, also Bx = Z(A). Dann

folgt nach Definition der g,
Vi N1 ga(Z(A)) = g(Z(A), (2.41)
da die g, fir n > N 4+ 1 mit g auf Wortern der Ldinge kleiner gleich N
Gbereinstimmen. Schliefilich folgt fir alle n > N + 1:
Img, (B) —mg(B)| < |my,(B) —myg, (Bk) + myg, (Bx) —mg(B)|
(2.41)
=" |my,(B) —mg, (Br) + mg(Bx) — mg(B)|
< |my, (B) — mg, (Bk)| + [mg(Bx ) — mg(B)|
L.A2
< my,(BABg)+ mg(B A Bg)

(2.39)%(2.40) 2¢ €
>~ g + g = €.
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2.4. Ereignisvektoren

Dieser Abschnitt befasst sich mit signierten Mafkvektoren, die durch Be-
dingen durch Ereignisse aus anderen signierten Mafivektoren entstehen und
ist eher technischer Natur. Die hier erzielten Ergebnisse sind jedoch wesent-
liche Bausteine fiir die spéter entwickelte Ergodentheorie. Sie konnen aber
auch ohne spitere Folgeerscheinungen als elementare Erweiterung der bis
dato entwickelten Grundbegriffe aufgefasst werden. Insbesondere der Appro-
ximationssatz fiir Ereignisvektoren mag - in Analogie zum Approximations-
satz 2.18 - von Interesse sein.

2.4.1. Ereignis- und Zylindervektoren. Zur Einfiihrung der Defini-
tionen erinnern wir an den Zerlegungssatz 2.51 bzw. Definition 2.54 und die
Konsequenzen. Jeder Vektor g € [gps ldsst sich demnach als Differenz zwei-
er MaRvektoren ¢g*,g~, positiver bzw. negativer Variationsvektor genannt,
schreiben:

9=9"—g"
und wir schreiben |g| := ¢g* + ¢~ und nennen dies totalen Variationsvektor
von g. Es gilt dann

mig| = |myl,

wobei |my| die totale Variation (siehe Definition 2.48) des endlichen, signier-
ten Mafes m, bezeichne.

Wir verwechseln weiterhin konsequent Vektoren g mit den dazu assozi-
ierten Mafen m, und schreiben somit z.B.

|9|(B) 1= myy(B) = |mg|(B)
fiir alle B € Bs.

DEFINITION 2.67. Sei g € lgas ein endlicher, signierter Mafvektor und sei
B ein Ereignis aus By, mit |mgy|(B) > 0. Dann setzen wir

g8 ¥ — R
a — d=rgez({a})nB)
und weiter g% = 0 fiir |g|(B) = 0. Im Falle eines stochastischen Vektors
g beschreibt gP also das durch g induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf gegeben
das Ereignis B. Wir nennen allgemein g® den durch g und B induzierten
Ereignisvektor. Ist B eine Zylindermenge, so sprechen wir auch vom durch
den von g und B induzierten Zylindervektor.

Im Folgenden schreiben wir der Einfachheit halber fiir Worter b € ¥* und
Mengen von t-Wértern B C Xt

gE — gZ({E})7gB — gZ(B)

fiir die dazu assoziierten Zylindervektoren. Im Falle, dass ein Wort oder
eine Teilmenge von t-Wortern als Element von By, aufgefasst werden muss,
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so meinen wir damit die dazu assoziierten Zylindermengen. Wir schreiben
demnach z.B.
g(an B)
und meinen
9(Z({a}) N B).
Die obige Definition mag auf den ersten Blick kompliziert erscheinen. Die
folgende Proposition wird diese Definition motivieren und den Sinn der Vor-

faktoren ”;”é‘)/ ersichtlich machen.

PROPOSITION 2.68. Ist g ein signierter Maflvektor bzw. Mafvektor bzw. sto-
chastischer Vektor, so ist auch g® ein signierter Mafvektor bzw. Mafvektor
bzw. stochastischer Vektor. Ist B ein Ereignis mit |g|(B) > 0, so gilt
B
g™ llrv = llgllzv-
BEWEIS. Aus

(0g%)(@) = 3" gP(aa) = 3 g(aan B)

acx a€Xn
=g(an B) = g"(a)

folgt zunichst og® = ¢g®. Aus g > 0 folgt ¢® > 0, da mg ein Maf ist und ist

zusitzlich ¢(0) = 1, so wegen ||g||7v P2 g(0) =1 und g = |g|
1
B
g~ (O) = (llgllrv /1gl(B))g(B N B) = —=g(B) = 1.
(@) = (llgllrv /1g/(B))g( )g(B)()
Es bleibt, ||g®|/7v = ||g]l7v zu zeigen. Dazu wihlen wir gemif Hahn-

Zerlegung 2.44 zwei Mengen Q1. Q™ so dass Oy = QTUQ™ und g(ANNT) >
0,9(ANQ~) <0 fiir alle A € By. Offensichtlich ist diese Zerlegung dann
auch eine Hahn-Zerlegung fiir gZ, also g%(ANQT) > 0 und ¢%(ANQ~) <0.
Geméf der Definition der Jordan-Zerlegung und den Erkenntnissen aus Be-
merkung 2.53 gilt daher fiir die Zerlegung ¢® = (¢%)* — (¢%)~ gemiR Zer-
legungssatz 2.51:

(gB)+,—((—1) _ gB(C_Lﬂ Q—i-,—) _ ||g||TVg((_I B ﬂQ+’_)

l91(B)
o

mit anderen Worten (g%)* = (¢%)? sowie (%)~ = (97)5. Weiter gilt

g™ ) ey T (g1)P (D)

_ g™ v
9=~ (B)

mg+.-(BNO) = [lg" " [lrv.

Deshalb
g llrv = 11g™)  llzv + 116®) " lzv = [1(gD) P llrv + 11(g7) P llov
=llg™llev + g~ llzv = llgllrv-
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Aufgrund der einfacheren Handhabbarkeit von Zylindermengen im Vergleich
mit beliebigen Ereignissen sind Zylindervektoren ebenfalls einfacher als be-
liebige Ereignisvektoren zu begreifen. Fiir Mafvektoren gestalten sich die
Zylindervektoren besonders iibersichtlich:

BEISPIEL 2.69. Ist g € lsm,g9 > 0 ein Mafvektor b € Xt ein t-Wort mit
lg|(b) = g(b) >0, so gilt fir a € ¥*

llgllTv a
b=\ _ a 7
(@ = { lollrv 22 5

0 sonst.

Ist B C X! eine Teilmenge von t-Waértern mit g(B) > 0, so gilt

o"(@) = MY 5@ gy = 19UV 7 gy 0 (), 20081)

9(B) 9(B)
— I oy 2 ) 0 25D
=I5 oz 0 2()
beB
‘g(BV >rena<s9(b) lal <t
Hg(\g) 9(a) la| >t, Ibe B: b<a,
0 a| >t,Vbe B: bZa

Der folgende Satz zeigt, dass sich Konvergenz in Norm auf Ereignisvektoren
iibertragt.

SATZ 2.70. Sei (gn)nen, gn € lsys eine Folge endlicher, signierter Mafvekto-
ren, die in Norm gegen einen Vektor g € lgps konvergiert. Sei weiter B € By,
ein Ereignis, so dass |g|(B) > 0. Dann

lim ||gF — ¢®|lrv = 0.
n—oo

BEWEIS. Ohne Einschriankung (lim, . |gn|(B) = |g|(B), siehe Satz 2.55
und Korollar 2.65) sei |g,|(B) > 0 fiir alle n. Sei ¢ € RT. Zunichst gibt es

wegen (Satz 2.55) lim,,_ I\Ig?:\‘(‘TB‘)/ = |‘|§‘|(|T‘)’ ein C' > 0, so dass
[|gnllTv
VneN: L —— <(C.
19n1(B)

Weiter gibt es aufgrund von Satz 2.63 ein Ny € N, so dass (beachte, dass
wegen |g|(B) > 0 auch ||g||7y > 0)

¥n>No:  sup |gn(A) — g(A)] < ‘

- 2.42
g e v 42
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und weiter ein Ny € N, so dass

lgnllrv — lgllrv €
Vo> Ni:o | - | < . (2.43)
lgnl(B)  1gl(B)" ~ 2(llgllrv + C)

Deshalb fiir n > max{Ny, N1} und A € By, (setze b, := % und b :=

llgllrv )
l91(B)

|95 (A) = g”(A)] = bngn(AN B) — bg(B N A)]
= bngn(AN B) — bpg(AN B) + byg(AN B) — bg(AN B)|
< [bngn (AN B) = bug(A N B)[ + [bng(A N B) — bg(A N B)
= |bnllgn(AN B) — g(AN B)| + [g(A N B)|[br, — 0|
(2.42),(2.43) € €
<

([bn] +9(A ﬂB)DW < >

woraus mit Satz 2.63 ||gZ — ¢®||7v < € und damit die Behauptung folgt. [

(2.44)

2.4.2. Approximation von Ereignisvektoren durch Zylindervek-
toren. Das Beispiel des letzten Abschnitts zeigt, dass Zylindervektoren ein-
fach handhabbare Objekte sind. Beliebige Ereignisvektoren hingegen konnen
sich als deutlich storrischer erweisen. Dieses Problem ist analog zu dem der
Beschreibung beliebiger Ereignisse selbst (siehe dazu den Kommentar vor
dem Approximationssatz 2.18). Wir streben daher nach einem Satz, der uns
die Approximation beliebiger Ereignisvektoren durch Zylindervektoren ga-
rantiert. Um genau zu sein, schwebt uns folgendes Resultat vor:

SATZ 2.71 (Approximationssatz fiir Vektoren). Sei g € lgy und A € By.
Dann gibt es eine Folge von Zylindermengen (A,)nen, so dass

lim |[g*" — g?||7v = 0.
n—oo

Wir werden im Folgenden den obigen Satz als Korollar des folgenden zentra-
len Lemmas erhalten. Wir bemerken vorab, dass die Aussage dieses Lemmas
mehr als nétig bereitstellt. Zum Beweis von Satz 2.71 ist tatsdchlich weniger
erforderlich.

LEMMA 2.72. Sei g € lgpyr und A, B zwei Ereignisse mit |g|(A), |g|(B) > 0.
Bezeichnen wir mit A A B := (A\ B)U (B \ A) die symmetrische Differenz
der beiden Ereignisse, dann gilt:

2||g]17
A B < TV .
g™ — g"|lrv < |g|(A),g|(B)\g!(AAB)

Wir zeigen zunédchst das Resultat fiir A, B Zylindermengen.
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LEMMA 2.73. Sei g € lgyr. Seien weiter zwei Zylindermengen A und B mit
lg|(A), |g|(B) > 0 gegeben. Dann gilt:

A B HQHTV
g™ — g"llrv _7| Al )IgI(AAB)-

BEWEIS. Wiridentifizieren A und B mit definierenden Grundmengen A, B C
Y." (ohne Einschrankung wihlen wir dabei jeweils Mengen von n-Wortern).
Sei m > n. Durch Ubergang zu Y= Ugeady', X5 = UgepXy' fassen wir
A und B ebenso als Teilmengen von X" auf. Es gilt dann (siehe Beispiel
2.69) g4(a) = gB(a) = 0 fiir a € ¥ \ (A U B). Deshalb

> 19t (@) @l= > lg*@ —g"@).

acsm acAUB
Wegen A U B=(AA B)U (A N B) untersuchen wir

Z ‘QA(EL) —gB(EL)| — Z ‘HQHTVg(d) _ HgHTVg(d”

ac(ANB)Cx™ ac(AnB)CxX™ |g|(A) \g](B)
1 1
=llgllev Y 9@ - |
o PG Tl
LA2 v 1gl(4) — 1gl(B)]
=" lgllrv l9(a)]
w2 WO 5
. 19l(A A B)
<llgllrv Y l9(a)lrrm—ms
2 )
< olltv_004  p)
91(A)lg|(B)
(2.45)
als auch
A(y _ By ||9||Tv _ ||9||Tv _
>, '@ g(a)l—Z)\H g(a) ZI
ac(AAB)cEzm ac(A\B g aeB\A
l9(@<lal@) ||g||v lgllzv
2 l9|(A\ B) + l9l(B\ A)
1gl(4) 91(B)
|lgllzvlg](B) |lgllzvlg](A)
= ey AN B) + s gl(B A A)
l91(A)lgl(B) l91(A)lgl(B)
— Hg”%v \g[(A\B)—i— H9H2TV \g[(B\A)
l91(A)lgl(B) l91(A)lgl(B)
llgllZ
I
(2.46)
Setzt man diese beiden Abschédtzungen zusammen, so folgt die Behauptung
aufgrund [|g? — ¢P|| = limy—oo > gesm [91(@) — gP(a)], siehe Proposition
2.41.

O
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Mit Hilfe dieses Lemmas zeigen wir nun:

LEMMA 2.74. Sei g € lsy und A ein Ereignis mit |g|(A) > 0. Sei A, eine
Folge von Zylindermengen mit

lgl(A, A A) — 0.

n—o0
Dann folgt
g™ = g*lrv — 0.
n—o0
BEWEIS. Zunichst folgt
A L2738  2l|gll3y

g — g™y < g/(An A Ap)

191(An)lgl(Am)

2t 2y g1, 8 a) 4 lgl4 8 40— 0. a7
|91(An)|g|(Am) m,n—00
Daraus folgt wiederum, dass die g”» eine Cauchy-Folge in l71 bilden. Wegen
der Vollstandigkeit von l7y (Satz 2.40) konvergieren die g also gegen einen
Vektor g € lry. Sei nun a € ¥*. Mit Hilfe der Lemmata A.1 und A.2 folgern
wir

L.A2 L.A1
lg(anA,) —glanA)| < [gl((andn)A@nd)) < |gl(AnAA)

und damit lim, . g(@aN 4,) = g(a N A). Da wegen Lemma A.2 und Satz
2.55 auch lim, . |g|(4,) = |g|(A) gilt, folgt

o (@) = IV g0 a,) — W 5600 = ra),

~ gl(4n) n—oo |g|(A)
die g konvergieren also punktweise gegen ¢g“. Daher folgt § = g und da-
mit die Behauptung. O

An dieser Stelle sind wir nun in der Lage, einen Beweis fiir Satz 2.71
liefern zu kénnen: Wir finden die in Lemma 2.74 geforderte Folge mit Hilfe
des Approximationssatzes 2.18 und erhalten die Aussage. O

Der Vollstandigkeit und Allgemeinheit halber geben wir nichtsdestotrotz nun
noch den

Beweis von Lemma 2.72: Mit dem Approximationssatz 2.18 finden wir
zundchst Folgen von Zylindermengen A,,, B, so dass

lim |g|(A, A A)=0und lim |g|(B,AB)=0.
Mit Lemma A.4 folgt
lim |g[(4, & By) = |g/(A A B) (2.48)

und mit Lemma A.2

Jim_|g[(An)lg|(Bn) = [g](A)]g[(B)- (2.49)
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Sei nun € € R*. Wegen (2.48), (2.49) findet man nun ein N; € N, so dass

2llgl13y

2 N A9l (B

91(An & By = —2slry__ 4 p )| < €
S S o)) 3
(2.50)

Wegen Lemma 2.74 konvergieren die g4, g®» nun gegen g4, ¢%. Wir finden
daher weiter ein Ny € N, so dass
€

¥n > Nyt |lg* — g™ ||rv < 3

(2.51)
und ein N3 € N, so dass

€
Vn > N3 :||lg? — ¢5"||rv < 3 (2.52)

Insgesamt erhdlt man fiir n > max{Ny, N2, N3} :
lg* = g"llrv = lg* — g™ + g™ — " + g% = g"llrv
<llg™ = g"[lrv +1lg™ = ¢*llrv + 19" — g"llrv
L.2.73,(2.51),(2.52) 2||9||2TV
- |91(An)g|(Br)
(2500 2||g|[Fy,
|91(A)lgl(B)

gl 6
= AgB A A B te

und damit die Behauptung. (]

l91(An & Ba)+ 5 + <
(2.53)

€ €
AAB)+ -+2=
91(A 5 B) + 5+ 2

Als Korollar erhalten wir dann eine Verschérfung von Lemma 2.74:

KOROLLAR 2.75. Sei g € lsar und A ein Ereignis mit |g(A)| > 0. Sei A,
eine Folge beliebiger Ereignisse mit
lgl(A, A A) — 0.

n—oo

Dann folgt
A

g — g*lrv — 0.
n—oo

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zu dem von Lemma 2.74, wenn man

sich jeweils an den Stellen, die Lemma 2.73 benétigen, auf Lemma 2.72 be-
ruft. O

BEMERKUNG 2.76. Wir wollen schlussendlich bemerken, dass man die einen
beliebigen Ereignisvektor g approzimierenden Zylindervektoren g aus Satz
2.71 immer so wdhlen kann, dass fir die definierenden Grundmengen A,
Jeweils |A,| = n gilt.



KAPITEL 3

Operatoren und Dimension

Verbringe nicht die Zeit
mit der Suche nach einem Hindernis.
Vielleicht ist keines da.

Franz Kafka

Nachdem im vorhergehenden Kapitel der Vektorraum, der Gegenstand un-
serer Betrachtungen sein wird, samt seiner mafitheoretischen Interpretati-
on vorgestellt worden ist, beschiftigt sich dieses Kapitel mit Operatoren,
die auf diesem Vektorraum agieren. Diese Operatoren kann man wiederum
wahrscheinlichkeitstheoretisch interpretieren und sie fithren auf die Definiti-
on der fiir diese Arbeit wichtigen Dimensionsbegriffe. Prominente Vertreter
fiir demgemaf endlich-dimensionale Vektoren sind stochastische Vektoren,
die als Hidden Markov Prozesse interpretiert werden kénnen.

Wir wollen an dieser Stelle bemerken, dass Heller in seiner Arbeit [Hel65]
den Nutzen von Vektorrdumen zur Beschreibung von stochastischen Prozes-
sen anzweifelt, da eine “natiirliche” Basis fiir die gegebenen Vektorrdume
nicht ersichtlich ist und betrachtet stochastische Prozesse als Moduln iiber
Polynomalgebren. Mit seiner Kritik bezieht er sich auf die drei Arbeiten von
Dharmadhikari ([Dha63a],[Dha63b],[Dha65]), in denen ein erster Versuch
unternommen wird, stochastische Prozesse als Elemente von Vektorrdumen
zu betrachten. Dharmadhikari klammert sich jedoch an die durch einzelne
Prozesse induzierten Vektorrdume und untersucht Koordinatendarstellungen
derselben. Heller’s Kritik an diesem Ansatz scheint daher durchaus berech-
tigt. Die Einfiilhrung von Operatoren auf diesen Vektorrdumen ist schwie-
rig - sie werden zunichst in Abhéngigkeit einer wie auch immer gewihlten
Basis definiert und benétigen in der Folge einen Beweis, dass sie von der
Auswahl derselben unabhingig sind. Wir betrachten die von Dharmadhika-
ri eingefiihrten Vektorrdume als Untervektorrdume der im vorigen Kapitel
beschriebenen, allgemeineren Vektorrdume. Auf diesen lassen sich die von
Dharmadhikari beschriebenen und von Heller als unschén abgetanen Opera-
toren natirlich definieren. Wir plddieren daher fiir unseren Ansatz als einen
dem von Heller gegeniiber Elementareren (da nur einfache Begriffe wie
Folgen und Vektorrdume bendtigt werden) und als einen dem von Dhar-
madhikari gegeniiber Kanonischeren.

53
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3.1. Prognoseoperatoren

In diesem Abschnitt werden nun die Operatoren eingefiihrt, die fiir die
Bildung der Dimensionsbegriffe nétig sind. Prognoseoperatoren sind, wie be-
reits oben erwdhnt, nichts wesentlich Neues. Zuséitzlich zu den oben erwidhn-
ten Texten werden sie in englischsprachigen Texten von Jiger unter dem
Namen “Observable Operators” gefiihrt ([Jae97a|, [Jae00], [JZK T 05]). Die
hier gegebene Definition hat, wie ebenfalls oben erwéhnt, nicht das Problem,
den Nachweis der Unabhéngigkeit von der Auswahl einer Basis fithren zu
miissen. Dariiberhinaus kénnen sie so in einfache Zusammenhénge mit der
Norm der totalen Variation gestellt werden. So werden sie sich z.B. als ste-
tige Operatoren erweisen.

3.1.1. Definitionen und Notationen. Wir starten mit der Auflistung
der mafigeblichen Definitionen.

DEFINITION 3.1. Sei a € . Dann nennen wir den linearen Operator

Ta * loo — loo,
der durch die Vorschrift

(1ag)(c) := g(ac)
definiert wird, den Prognoseoperator zum Wort oder auch Geschichte
a. Wir nennen desweiteren den linearen Operator

M lOO - lOO7
der durch die Vorschrift
(ng)(@ = _ g(ac)
acXx

festgelegt wird, den Evolutionsoperator.

Diese Definition ldsst sich dann auch auf Mengen von Wortern verallgemei-
nern:

DEFINITION 3.2. Wir verallgemeinern diese Definition von Wértern auf be-

liebige endliche Mengen gleichlanger Worter, wobei wir fir eine solche Menge
Acxt

TA: loe — lso

definieren. Offensichtlich
Tag(b) = g(ab).
acA
Wir bezeichnen diese Operatoren analog als Prognoseoperatoren zur Ge-
schichte A.

Die Prognoseoperatoren und der Evolutionsoperator stehen natiirlich in ei-
nem Zusammenhang:
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PROPOSITION 3.3. Ist g € I, so gilt
w(g) = 7alg).
a€ey
Iterierte Anwendung von . ergibt
pg) = 7alg).
aext

BEWEIS. Der zweite Teil folgt mit multinomialer Entwicklung. ]

PROPOSITION 3.4. Ist g € I, ein (signierter) Mafvektor, so auch 1,9 fir alle
a € ¥ und pg ein (signierter) Mafvektor. Ist g ein stochastischer Vektor, so
auch pg.

BEWEIS. Sei a € ¥ und a € ¥*. Dann
o7ag(a) = 1a(ab) = g(aa) “E? g(aa) = ra9(a).
bex bey

Mit Proposition 3.3 folgt dasselbe fiir p. Ist ¢ > 0, so nach Definition of-
fensichtlich auch 7,9 und pg. Gilt ¢(0) = 1 und og = g, so pug(d) =

Y aex 9(a) 7=y g(0) = 1, also ist pg ein stochastischer Vektor, falls es g
ist. O

Bevor wir uns mit den zentralen Ergebnissen beschéftigen, notieren wir noch
eine spéter hilfreiche Proposition:

PROPOSITION 3.5. Seien h,g € ly zwei Vektoren. Dann g¢ilt ¢ = h genau
dann, wenn

g(0)=h(O) AN VaeX: tsh=r1.9. (3.1)

BEWEIS. Die erste Richtung ist trivial. Gelte nun g # h. Das heifit, es gibt
ein Wort a, so dass g(a) # h(a). Im Falle a = O sind wir fertig. Andernfalls
gilt 7,h # 7,9 fiir den Anfangsbuchstaben von a. O

3.1.2. Stetigkeit und Stabilitdt. Hauptergebnis dieses Abschnitts ist,
dass die Prognoseoperatoren stetig beziiglich der 7'V-Norm sind.

SATZ 3.6. Es gilt 7,(I7yv) C lpy fir alle a € ¥ sowie u(lyy) C lpy. Die
linearen Operatoren

7 (lrv, | llrv) = (rvs [|lrv)
sowie
w: (rv, [llrv) = (v, [|ll7v)

sind stetig und es gilt fir alle a € 3

rallrv = ||pllrv = 1.
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BEWEIS. Sei a € . Aus den Rechnungen

D Img@) =) lglaa) <Y > glaa)l = > l9(@)] < lgllrv

aext aext a€X geXt aextt!
(3.2)
und analog
S lng@)] =" 1> g@a) <> gaa) = Y g(@)] < llgllrv
aext aext a€X a€X gext aexttl
(3.3)

folgen 7(I7v) C lpy und p(lpy) C lyy sowie dariiberhinaus ||7,]] < 1 und
[|n|] < 1. Setzt man jeweils fiir jedes a €

fo: XY — R
_ 1 @=a' fiir ein ¢
a —
0 sonst,

so gilt jeweils ||7o fullrv = || fallrv und auch ||ufallrv = ||fallTv- Es folgen
[|7al] = 1 und ||p|| = 1 und damit die Behauptung, da die Stetigkeit linearer
Operatoren dquivalent zur Endlichkeit der Operatornorm ist.

O

Eine unmittelbare und wichtige Folgerung ist zunéchst:

KOROLLAR 3.7. Fir alle a € ¥ gilt 7,(lsar) C lsyr und auflerdem p(lsnr) C
lsar. Ist g ein stochastischer Vektor, so dann offensichtlich auch ug.

Als weitere Folgerung dieses Satzes ein zweiter, der sich in der Ergodentheo-
rie von groflem Nutzen erweisen wird.

SATz 3.8. Die Prognoseoperatoren

Ta oy — lry
und der Fvolutionsoperator

wilry — lry
sind  stabil.

BEWEIS. Wir haben ||ut||7y < K fiir ein K € RT zu zeigen. Das folgt mit
Satz 3.6 aus

e llrv < lpllpy = 1.
Analog erweisen sich die Prognoseoperatoren als stabil. O

BEMERKUNG 3.9. Hingegen ist

12 (looy []-lloo) = (loos [1-]loc)
zwar noch stetig, aber nicht mehr stabil. Fir g € loo mit g(a) = 1 fir alle
a € % gilt namlich
ibg(@) = card(S)"
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fir alle a € X und somit
||,Uk9||oo — 00,
k—oo

woraus die Instabilitit von p auf loo folgt. Fir beliebiges g g¢ilt jedoch
lug(@)| =1 g(aa)| < lg(aa)| < card(X) - [|gl|oo,

a€Xx a€EX

woraus mit dem obigen Beispiel ||ji]|cc = card(X) < oo und damit die Ste-
tigkeit von u folgt.

3.1.3. Prognosevektoren und Evolution stochastischer Prozes-
se. Wir reichen abschlieffend eine wahrscheinlichkeitstheoretische Motivati-
on der Definition der Prognoseoperatoren nach. Durch Prognoseoperationen
modifizierte stochastische Vektoren kénnen als der urspriinglich gegebene
stochastische Prozess unter neuen Bedingungen interpretiert werden kénnen.

Diese Interpretation wirft die Frage nach dem Zusammenhang mit den
Ereignisvektoren auf, die ja fiir stochastische Prozesse ebenfalls gewisse Be-
dingtheiten kodieren. Auch diesen Zusammenhang kldren wir auf.

DEFINITION 3.10. Ist g € g ein endlicher, signierter Mafvektor und A C
! eine Menge von t-Wartern, so setzen wir

llg[lTv.
o1 = { s bl >0

0 sonst.

und nennen diesen Vektor Prognosevektor zur Geschichte A.

Fiir Worter a € X* schreiben wir der Einfachheit halber auch

9a = 9{a}

Das folgende Beispiel hilft dann, die Motivation der Prognosevektoren zu
verstehen.

BEISPIEL 3.11. Sei g € lgar ein stochastischer Vektor und a = ay...a; € X°.
Dann gilt

t—1

g((_L) = g(al) H Yai...as (as—i-l)-

s=1
Das folgt, da ||g||rv = g(0O) = 1 (siehe Prop. 2.41), da g ein stochastischer
Vektor ist, aus
1 g(ay...asasy1)

)Tal.“asg(as—‘rl) = g(al...as)

YGai...as (a3+1) - m

Das nun folgende Lemma klirt den oben angesprochenen Zusammenhang
auf:
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LEMMA 3.12. Ist g € lgys und A C Xt eine Menge von t-Wértern, so
ga = plg™ = Tag”. (3.4)

BEWEIS. Sei A = {ay,...,a;} C ¥'. Der Fall |g|(A) = 0 ist trivial. Sei daher
lg|(A) > 0 und b € T*, so gilt

pgt ) = 3 gMab) OIS g ab)

acxt acA
(=7ag"(0)) (3.5)
lgllrv o gllrv =
= g(ab) = 7a9(b),
oI(A) 2= 91(4)
woraus die Behauptungen folgen. O

Die Bilder von endlichen, signierten Mafivektoren unter der Anwendung von
Prognoseoperatoren erzielt man also durch die einfache Evolution von Zylin-
dervektoren.

Die folgende Bemerkung zeigt, wie die Prognosevektoren stochastischer
Vektoren nun in der Sprache der stochastischen Prozesse interpretiert wer-
den konnen.

BEMERKUNG 3.13. Sei g € lgys ein stochastischer Vektor (also g > 0 und
9(0) = 1) und (X;)ien der dazu assoziierte stochastische Prozess. Sei weiter
A C X5 eine Menge von s-Wortern. Dann ist der zu A assoziierte Pro-
gnosevektor g ebenfalls ein stochastischer Vektor gegeben und fiir den ga
zugeordneten stochastischen Prozess (Y;)ien gilt:

P(Y;S = a) = P(Xt—i-s =a | XoX1.. X1 € A)

Die Verteilungen des stochastischen Prozesses (Y;) entsprechen also denen
von (Xiys), falls als bekannt angenommen werden darf, die ersten s Zufalls-
variablen Xo...Xs_1 hdtten ein Wort aus A erzeugt.

Im Falle, dass A = X! fiir ein ¢t € N ergibt sich eine spezielle Situation, die
mit Hilfe des in Abschnitt 2.2.5 eingefiihrten Schiebeoperators charakteri-
siert werden kann, wie aus der folgenden Proposition ersichtlich wird.

PROPOSITION 3.14. Ist g € lgpr und T : Oy — Qx der in Abschnitt 2.2.5
definierte Schiebeoperator, so gilt

Mty = Mg O Tgt.
BEWEIS. Wegen der Eindeutigkeit der endlichen, signierten Mafe gemaf

Korollar 2.52 reicht es die Identitdt auf Zylindermengen Z(A), A C X° zu
iiberpriifen. Dort gilt

myeg(Z(A) = plg(A) =Y > g(ba)

pext acA

BIZ20 (Tt A) = myg(Z(T51A)) = my (T Z(A)),
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wobei die letzten beiden Gleichungen offensichtliche Folgerungen der Defini-
tion des Schiebeoperators sind. O

BEMERKUNG 3.15. Ist g € lsar ein stochastischer Vektor und (Xi)ien der
dazu assoziierte stochastische Prozess, so gilt nach der vorangehenden Be-
merkung, dass der Prognosevektor mit Geschichte ¥° einen stochastischen
Prozess (Y;)ien induziert, fir den
Yi = Xt+s

gilt. Fir den entsprechenden Prognosevektor gss gilt nach Definition

gz = g7 =1’ = g,
Wir bemerken, dass dies mit Bemerkung 2.32 und Proposition 3.1} tberein-
stimmt.

3.2. Dimension signierter Mafivektoren

Dieser Abschnitt fiihrt schlieflich die zentralen Begriffe dieser Arbeit
ein. In einfachen Worten ist die Dimension eines signierten Mafvektors die
des von seinen Prognosevektoren aufgespannten Untervektorraums von /gj,.
Endlich-dimensionale stochastische Vektoren konnen daher mit stochasti-
schen Prozessen identifiziert werden, fiir die unter der Annahme von Vor-
wissen nichts wesentlich Neues erwartet werden muss - der Prozess kann in
jedem Zustand als Linearkombination endlich vieler “Basisprozesse” beschrie-
ben werden. Die Definition des Begriffs rithrt von der Erkenntnis her, dass
Hidden Markov Prozesse eben solche Prozesse sind.

3.2.1. Definitionen und Einfiithrung. Wir beginnen ohne Umschwei-
fe mit den Definitionen der fiir diesen Abschnitt sinnstiftenden Objekte. Wir
motivieren sie mit einfachen Beispielen von stochastischen Prozessen und il-
lustrieren sie desweiteren mit Querverbindungen zur Stabilitdtstheorie des
ersten Teils.

DEFINITION 3.16. Sei g € . Dann nennen wir
Vg = span{ts(g) | a € ¥*}
den Prognoseraum des Vektors g und
&y = span{p'(g) | t € N}
den Evolutionsraum des Vektors g. Wir setzen weiter
dim g := dimV,

und nennen diese Zahl die (stochastische) Dimension des Vektors g sowie

edim g := dimé&,
die (stochastische) Evolutionsdimension des Vektors g. Ist g ein sto-
chastischer Vektor und (X;)ien der durch g gegebene stochastische Prozess,
so setzen wir
dim(Xy) = dim(g) (3.6)
edim(Xy) = edim(g).
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Wir nennen dies dann die Dimension bzw. Evolutionsdimension des sto-

chastischen Prozesses (Xi).

Wir motivieren den Dimensionsbegriff mit einem kleinen Beispiel einer ge-
laufigen Klasse von stochastischen Prozessen, den identisch und unabhéngig
verteilten stochastischen Prozessen. Dabei heifit ein stochastischer Prozess
(X¢)ten identisch und unabhiingig verteilt, falls es ein Wahrscheinlich-
keitsmaf P auf (X, P(X)) gibt, so dass fiir die durch den Prozess induzierten

Verteilungen P; auf (3¢, P(X!)) (siehe Abschnitt 2.2.3) gilt:

t

P(a=ay..a;) = [ Plas).

s=1

Dann erhalt man:

PROPOSITION 3.17. Fiir einen stochastischen Prozess (Xi)ien gilt
dim(X;y) =1 < (Xy) ist unabhdngig und identisch verteilt.
BEWEIS. Sei jeweils g der zu (X;) assoziierte stochastische Vektor.
Gilt dim(X;) = 1, so fiir alle a € ¥*
ga = 9-
Sei nun b = by...b; € ¥*. Dann (siehe Beispiel 3.11)
t

9(b) = g(b0) gy (01)gbob, (b2) - -+ - oo, (br) = [ [ 9(bs);
s=0

(3.8)

was zeigt, dass (X;) unabhingig und identisch verteilt ist. Ist umgekehrt

(X;) unabhiingig und identisch verteilt, so fiir alle b = b...b;

Damit fiir alle a,b € ©*

b= L

ga(b) = g(&)g(&l_) = ay...asby...by)

- = e o0
r— T u=1

woraus die Behauptung folgt.

0

BEMERKUNG 3.18. Fir einen stochastischen Vektor g ist es bisweilen hilf-
reich, sich die Dimension als den Rang des Spaltenraums Vp =V, der ab-

za@hlbar unendlichen Matriz

P := (9(ba))s pes = (159(a))g pes- € R
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vorzustellen bzw. die Fvolutionsdimension als den Rang des Spaltenraums
Ep = &4 der Matrix

P = (Z Q(Ea))EGZ*,tGN = (,Utg(a))aez*,teN e RN,
|b|=t

Mit Hilfe von Lemma 2.43 sieht man schnell ein, dass Spalten- und Zeilen-
rang der obigen Matrizen identisch sein missen.

Wir machen fiir spitere Zwecke noch die offensichtliche
BEMERKUNG 3.19. Gilt f € V,, so auch Vy C V,.

SATZ 3.20. Sei g ein Vektor mit edim(g) = m < oo. Dann ist die Familie von
Vektoren (g := ,utg)t:()“,,,m_l linear unabhdngig. Gilt weiter g, = p"g =
Z;’;Bl ctgi, so ist das Polynom

pg(X) = X" — em1 X™ - X — ¢
das Minimalpolynom von i : E; — ;. Wegen deg p, = m ist dies natirlich

auch das charakteristische Polynom von .

BEWEIS. Der erste Teil ist leicht einzusehen: Nehmen wir an, dass g,,—1 =
Z?Qf o g, so folgt wegen

m—2 m—2
Gm = 179 = fgm1 = D Qupigi = D Aisa
t=0 t=0

induktiv auch fiir alle ¢ > m, dass ¢; € span{g; | t = 0,...,m — 2}. Fiir
den zweiten Teil bemerken wir, dass die Vektoren ¢;,t = 0, ...,m — 1 linear
unabhéngig sind, und damit (siehe Definition 11.2)

fdim,(go) = m.

Deshalb gilt nach Satz 11.3 gerade, dass der Grad des Minimalpolynoms
maximal ist, womit klar ist, dass sich Minimalpolynom und charakteristisches
Polynom entsprechen. Es bleibt zu zeigen, dass

Vt:O,,m—l : pg(:u)(gt) 207

denn daraus folgt p,(¢) = 0, da p,(n) auf einer Basis verschwindet. Dies ist
aber einfach einzusehen:

Pg(1)(90) = Gm — Cm—19m—1 — ... — €191 — Cogo =0
nach Definition der ¢;. Fiir ¢t > 1 gilt weiter

Pg(1)(9t) = pg(10) (' g0) = ' (pg(1)(90)) = p'0 = 0.

KOROLLAR 3.21. Sei g € Iy mit edim(g) < oo. Dann ist
€y — &
folgenstabil.
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BEWEIS. Aufgrund Satz 11.8 (Folgenstabilitit - Aquivalenz) hat man zu
zeigen, dass p stabil ist, und dass das Minimalpolynom von p zum charak-
teristischen Polynom &quivalent ist (beachte, dass Eigenschaft (i7) von Satz
11.8 dazu gerade dquivalent ist). Dass p stabil ist, sagt Satz 3.8. Die zweite
Eigenschaft folgt aus Satz 3.20. O

KOROLLAR 3.22. Sei g ein stochastischer Vektor mit edim(g) = m < oo.
Sei p der Fvolutionsoperator. Dann gilt

dim (Big(p; 1) NEg) =1
und wegen £, C V, somit
dim (Eig(p; 1) NVg) > 1.

BEWEIS. Da die Eigenrdume eines linearen Operators, fiir den das Minimal-
polynom maximalen Grad hat, héchstens Dimension 1 haben, folgt mit Satz
3.20

dim Eig(p;1) < 1.
Seien nun g; = plg und py(X) = X™ + cpp1 X™ 1 + .+ a1 X + ¢ das
charakteristische Polynom wie in Satz 3.20. Wegen

m—1 m—1
Z o = Z gt (D) = gm (D) =1
t=0 t=0

folgt py(1) = 0 und damit die Behauptung. O

3.2.2. Kegel. Die Prognoseoperatoren endlich-dimensionaler stochasti-
scher Vektoren lassen einen echten Kegel in V), invariant. Der Nutzen dieser
Tatsache wird spiter ganz besonders an zwei Stellen wichtig werden. Zum
einen bildet sie den Grundstein fiir die Losung eines mit dem “Identifika-
tionsproblem” verwandten Problem, welches wiederum die Motivation der
Dimensionsbegriffe darstellt. Zum anderen ldsst sich ein polyedrischer Un-
terkegel dieses Kegels finden, dem eine besondere Bedeutung zugesprochen
werden kann - er ist die zugrundeliegende Struktur der im folgenden Kapitel
besprochenen “Ergodische Zerlegung” endlich-dimensionaler stochastischer
Vektoren.

Zum Versténdnis dieses Kapitels benotigen wir ebenden Begriff des Ke-
gels und ein paar Folgedefinitionen, die wir nun bereitstellen.

In diesem Abschnitt bezeichnet

n
conv(B) :={x eV |z = Zaixi,wi € B,Zai =1,0; >0}
i=1 i
zunichst den konvexen Abschluss einer Menge B C V eines R-Vektorraums.
Eine Menge B bezeichnen wir als konvex, falls conv(B) = B.

DEFINITION 3.23. Sei V ein R-Vektorraum. FEine Menge K C V heifit kon-
vexer Kegel, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:
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(i) Fir alle c e RT,v € K:
av € K. (3.9)
(ii) Fir alle vi,v9 € K:
v + vy € K. (3.10)

BEMERKUNG 3.24. Offensichtlich ist ein konvezer Kegel K eine konveze
Menge, mit anderen Worten gilt

conv(K) = K.

Ist K C V ein Kegel in einem R-Vektorraum V, so setzen wir
—-K:={zxeV| —xze K}

Ist ||.|| die durch das Standardskalarprodukt induzierte Norm (also ||.|| =
l|.]|2, die euklidische Norm), so fiir vg € V: Ug(vg) :={v € V | ||[v —vol| < d}
und weiter fiir eine beliebige Menge B C V'

int(B) == {x € B|3eeR": Ul(x) C B},

also int(B) das Innere von B beziiglich der durch das Standardskalarprodukt
induzierten Topologie von V' (also nicht beziiglich der durch das Skalarpro-
dukt auf B induzierten Teilraumtopologie).

DEFINITION 3.25. FEin konvexer Kegel heifit spitz, falls

Kn-K = {0}, (3.11)
reproduzierend, falls
span{z —y |z,y e K} =V, (3.12)
und solide, falls
int(K) # 0. (3.13)

BEMERKUNG 3.26. Die Figenschaften 3.25 und 3.25 sind dquivalent. Ein
Kegel ist also genau dann reproduzierend, falls er solide ist.

BEWEIS. Siehe z.B. [Ber70]|, Lemma 2.1. O

DEFINITION 3.27. Ein konvexer Kegel heisst echt, falls er abgeschlossen,
spitz und solide (bzw. reproduzierend) ist.

Ausgangspunkt fiir die nachfolgende Theorie ist die Einsicht, dass es fiir
endlich-dimensionale stochastische Vektoren immer eine Basis des Prognose-
raums gibt, beziiglich derer alle Prognosevektoren eine positive Darstellung
haben. Dies liefert dann Aufschluss {iber die Menge der Prognosevektoren:
Thre konvexe Hiille bildet ndmlich einen echten Kegel.
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LEMMA 3.28. Sei g ein Mafvektor mit dim(g) = m < co. Dann gibt es eine
Basis (g;),j =1,...,m, so dass

m
VdeE*:g@:Zajgj - Vj:ajE[O,l].
j=1
Mit anderen Worten, es gibt eine Basis (g;),j = 1,...,m, beziglich derer alle

Prognosevektoren eine positive Darstellung mit Koeffizienten zwischen 0 und
1 haben.

BEWEIS. Wir finden zunédchst m Worter l_)j,j =1,...,m, so dass die (g; :=
95, )j=1,~~~,m eine linear unabhingige Familie bilden. Mit Hilfe von Lemma
2.43 finden wir weiter m Worter a;,7 = 1, ..., m, so dass die Matrix

gi(@) .. gm(a1)

A=| o
gl(&m) e gm(dm)

reguldr ist. Wir setzen nun fiir £ € {1,...,m} und ej die kanonischen Basis-
vektoren des R™ zunéchst (a1, ..., g m) = (A~ ter)T und weiter

m
gk = § Qg 95
Jj=1

und behaupten, damit eine Basis von geforderter Qualitit gefunden zu ha-
ben. Dass wir eine Basis erhalten haben, ist klar. Weiterhin stellen wir fest:

m
k(@) = Y o jg; (@) = O (3.14)
k=1
nach Definition der oy, j. Seinun @ € ¥* und g; = >~ ; Bk die Darstellung
des zugehorigen Prognosevektors iiber den g;. Dann folgt

Vi {lm}: 8= Bedr 2 Bran(a) = galai) = 0,

k=1 k=1
also die Behauptung. (|

Wir prézisieren nun die bereits oben angerissene Aussage, dass die Progno-
sevektoren in gewisser Weise einen echten Kegel bilden.

SATZ 3.29. Sei g ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor. Sei K,
der Abschluss von

Cy = cone(tag | a € ¥¥),
des von den Vektoren {1,9 | a € ¥*} erzeugten Kegels in V,. K, ist ein
echter Kegel, der von allen observablen Operatoren m; und demnach auch
von u invariant gelassen wird. Wir nennen K, den Prognosekegel von g.

BEWEIS. Der Abschluss eines konvexen Kegels ist offensichtlich wiederum
ein konvexer Kegel. Die Abgeschlossenheit und die Volldimensionalitidt der
Menge K, sind klar nach Definition. Die Spitzheit folgt aus dem vorangehen-
den Lemma 3.28, da Spitzheit unter Basistransformationen erhalten bleibt
und ein Kegel, der im positiven Orthanten enthalten ist, offensichtlich spitz
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ist. Dass K; von den observablen Operatoren invariant gelassen wird, ist
ebenfalls klar nach Definition von K. O

KOROLLAR 3.30. Sei g ein endlich-dimensionaler, stochastischer Vektor und
g1 € K, ein stochastischer Vektor, der im oben beschriebenen echten Kegel
liegt. Dann gilt

K, C K,.

BEWEIS. Das ist offensichtlich, da K, ja von allen Prognoseoperatoren inva-

riant gelassen wird, nun aber wiederum K, = cone(rggi,a € ¥*) gilt. O

BEMERKUNG 3.31. Sei g ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor
und 0 # f € Vg mit f(O) = 0. Dann gilt

féK,.

BEWEIS. Das folgt, indem man bemerkt, dass fiir die Elemente g; der Basis
aus Lemma 3.28 ¢;(0) = 1 gilt, und alle Elemente des Kegels Konvexkom-
binationen der g; sind. O

BEMERKUNG 3.32. Sei g ein endlich-dimensionaler, stochastischer Vektor
und g* € K, ein Vektor aus dem Prognosekegel mit g*(0O) = 1. Dann ist g*
ein stochastischer Vektor.

BEWEIS. Dass o0g* = g*, ist offensichtlich, da V, C I,. Dass 0 < g* < 1,
folgt fiir ¢g* € Int(K,) daraus, dass sich ¢* nach Konstruktion von K|, als
Konvexkombination stochastischer Vektoren schreiben lisst. Gilt g* € 0K,
so findet man eine Folge stochastischer Vektoren, die gegen ¢g* konvergiert.
Damit ist ¢* nach Korollar 2.52 offensichtlich ebenfalls ein stochastischer
Vektor. O

3.2.3. Markov-Vektoren. Dieser Abschnitt nun macht den ersten
Schritt hin zur historischen Motivation der Dimensionsbegriffe, ndmlich der
Tatsache, dass stochastische Vektoren, die Hidden-Markov-Prozesse kodie-
ren, endlich-dimensional sind. Wir starten daher mit der Definition eines
Markov-Prozesses und gehen im néchsten Abschnitt mit Hilfe sogenannter
Alphabetwechsel zu Hidden-Markov-Prozessen iiber.

Da in diesem und dem folgenden Abschnitt die Auswahl des Alphabets
sehr wohl eine Rolle spielt, schreiben wir hier meist

Iy := 12,

um das zugrundeliegende Alphabet zu benennen und so zwischen verschie-
denen Alphabeten unterscheiden zu kdnnen.

Dariiberhinaus sei im weiteren Verlauf mit einer stochastischen Matrix
eine Matrix mit nicht-negativen Eintrdgen gemeint, deren Spaltensummen 1
ergeben. In diesem Sinne nennen wir einen Vektor w € R” stochastisch, falls
er, als Spaltenvektor aufgefasst, eine stochastische Matrix ist. Wir machen
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auf den Unterschied zwischen stochastischen Vektoren w € R™ und stochas-
tischen Vektoren g € Iy, aufmerksam.

Wir wollen zuguterletzt schon an dieser Stelle darauf hinweisen, dass
zu den nachfolgenden Sétzen in den meisten Fillen verwandte Resultate
in den Schriften von Gilbert, Dharmadikari und Heller [Gil59], [Dha63a],
[Dha63b], [Dha65|, [Hel65] zu finden sind. Diese sind jedoch, wie wir be-
reits in der Einleitung argumentiert haben, mit unserem Modell nun elemen-
tarer formuliert. Wie gesagt bestreitet Heller den auf einfacheren Vektorrau-
men basierenden Ansatz. Wir beweisen hiermit das Gegenteil.

DEFINITION 3.33. Wir nennen einen Vektor g € Iy, einen Markov-Vektor,
falls es einen stochastischen Vektor w, € R* und eine stochastische Matriz
M € R¥*> gibt, so dass

Va=aj..aq; €T g(a) = wy(ar) HM(ai,ai_l) (3.15)
und dariberhinaus g(0) = 1.

PROPOSITION 3.34. Ein Markov-Vektor ist ein stochastischer Vektor.
BEWEIS. Die Aussagen g(0) = 1 und g > 0 sind klar nach Definition. Weiter
gilt
wq stoch.
(0g)(@) = gla) =) wyla) " =""1=g(D)

a€y acey

und fiir @ = aq...a; € ¥¢

(og9)@) =) _g(aa) =) g(aa) =Y wyla) [ [ M(ai,ai-1)M(a,ar)

a€ey a€Y aEX =2
t
= wy(ar) [[M(ai,ai1)> " M(a,ar) = g(a),
=2 acy
N————
=1,M st.

woraus zusammen og = ¢ folgt.

O

Natiirlich sind die durch Markov-Vektoren induzierten stochastischen Pro-
zesse gerade die Markov-Ketten. Das Interessante an den Markov-Vektoren
ist nun gerade, dass sie im Sinne unserer obigen Definition endlich-dimensio-
nal sind.

PRroPOSITION 3.35. Ist g ein Markov-Vektor, so

dim g < card(X). (3.16)
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BeEweEis. Fiir a € ¥ definieren wir Vektoren f, € Iy durch die Vorschrift
(@=aj...a; € XT)

t

fa(@) := M(ay,a) [ [ M(as, a;-1)

1=2

und f,(0O) = 1. Wir bemerken, dass die f, Markov-Vektoren (nimm dasselbe
M wie fiir g und setze wy, den zu a gehérenden Spaltenvektor von M) und
daher stochastische Vektoren sind. Weiter gilt fiir b = b;...b,, so dass g(b) > 0
und fiir a = a;...a;

t

(m9)(a) = g(ba) = g(b)M (a1, by) [ [ M(as, ai—1) = g(b) f1, (@),

i=1

also 7,9 € span{fy,}. Im Falle, dass der Spaltenrang von M kleiner als
card(X), M also nicht reguldr ist, folgt dim span{f, | a € £} < card(¥)—1
und daher

dim V, < dim span{f, | a € £} + dim span{g}
<card(¥) — 141 = card(X).

Andernfalls (bei Regularitdt von M) liegt w, im Spaltenraum von M und
daher wy(b) = >, c5 @aM (b, a) fiir geeignete von b unabhéngige a,. Es folgt

g = Z ag fa
acl
und daher
dim Vg = dim span{f, | a € ¥} = card(¥).
(]

Aus dem Beweis wird dabei sofort ersichtlich, dass die Menge {gz | a € ¥*}
fiir einen Markov-Vektor endlich ist. Das fiihrt direkt auf folgende wich-
tige Bemerkung. Dabei bezeichnen wir einen Kegel K C V in einem R-
Vektorraum als polyedrisch, falls er ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

KOROLLAR 3.36. Ist g ein Markov-Vektor, so ist der dazu assoziierte Pro-
gnosekegel K, polyedrisch.

BeEwEIs. Mit Hilfe des Beweises von Proposition 3.35 sehen wir ein, dass der
Prognosekegel gerade von den endlich vielen f, und méglicherweise g selbst
erzeugt wird. O

Wir geben nun eine Charakterisierung von Markov-Vektoren an, die mit Ob-
jekten unseres Modells beschrieben werden kann:

SATz 3.37. FEin stochastischer Vektor g ist genau dann ein Markov-Vektor,
falls

VaeX: dimt,(Vy) <1 (3.17)
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BEWEIS. “=" ist eine direkte Konsequenz der Beweisfiihrung von Proposi-
tion 3.35. Sei umgekehrt ein stochastischer Vektor mit der Eigenschaft 3.17
gegeben. Sei dann jeweils f, ein Erzeuger von span 7,(V,), wobei entweder
fa als stochastischer Vektor gewahlt werden kann oder 7,(V,) = {0} ist. Wir
definieren dann weiter einen (offensichtlich stochastischen) Vektor w, € R*
durch die Vorschrift

wy(a) = g(a)
fiir alle € ¥ und eine (offensichtlich stochastische) Matrix M € R***
durch die Vorschrift

M(a>b) = Ta(fb)(lj) = fb(a)'

Wir zeigen nun fiir @ = ay...a; € Xt

t
9(@) = wy(a1) HM((% ai-1)
i=2
und damit die Behauptung mit vollstandiger Induktion iiber ¢. Dabei gilt die
Behauptung fiir £ = 1 nach Definition von w, offensichtlich. Sei nun ¢ > 1
und @ = aj...aza;41 € DT Wegen
1 1

g(a1...ar) = alara) = 3.18
g(al...at)Tal"'atg g(almat)TatTal...aplg fat ( )

im Falle von g(aj...a;) > 0 (denn dann ist g,,. 4, ein stochastischer Vektor,
der in 74, (V,) liegt) gilt

gal...at =

g(d) = Tal...at+1g(D) = Tat+1Ta1...at9(D)

3.18
= Tay..ar9(Qt41) (.19 g(ai...at) fa, (at+1)

(v)

= wg(al)(HM(aiyai—l))fat(at—i-l)

=2

= wy(ar) ([ [ M(ai, 1)) M (ari1, ar)
=2

und die Behauptung folgt. O

3.2.4. Alphabetwechsel wund Hidden-Markov-Vektoren. Wie
mehrfach in dieser Arbeit erwdhnt, ist die Motivation der Einfiihrung des
Dimensionsbegriffs ein Ableger des Identifikationsproblems gewesen: Wann
ist ein stochastischer Prozess ein Hidden-Markov- Prozess oder mit den
Worten von Gilbert, Dharmadikhari und Heller zu sprechen, wann ist ein
stochastischer Prozess die Funktion eines Markov-Prozesses? Im Rahmen
der Arbeiten [Gil59], [Dha63a], [Dha63b], [Dha65] und [Hel65] ist diese
Frage mit Hilfe des Dimensionsbegriffs neu charakterisiert worden. Wir
beschreiben im Folgenden diese Charakterisierung in unserem Sprachrahmen
und geben einen Beweis dieser Charakterisierung. Dieser ist weitestgehend
durch die Erkenntnisse in [Hel65] inspiriert, vermeidet aber die dort
verwendeten Spezialbegriffe aus der Algebra.



3.2. DIMENSION SIGNIERTER MASSVEKTOREN 69

Wir betrachten einfiihrend die folgende Situation: Seien zwei Alphabete
30, % gegeben und eine Abbildung

¢: X — X,

wobei card(X) < card(X,) angenommen werden darf, da wir uns zukiinftig
nur fiir den Bildraum von ¢ interessieren. Wir setzen ¢ auf die offensichtliche
Art und Weise zu einer Abbildung

¢ Lh — X

(¢(D) := O) fort. ¢ induziert dann durch die Vorschrift

~

b9)@) = > 9@

gegp—1(a)
fiir @ = ay...a; € X! eine lineare Abbildung
QZB . lgo — lg.

Wir geben dem Ganzen Namen:

DEFINITION 3.38. Wir nennen das ¢ von oben einen Alphabetwechsel und
¢ den dazu assoziierten Wechseloperator.

Nun die formale Definition eines Hidden-Markov-Vektors:

DEFINITION 3.39. Wir nennen g € Iy, einen Hidden-Markov-Vektor, falls
es einen Alphabetwechsel ¢ : o — X und einen Markov Vektor go € Iy, gibt,
so dass

g = dgo.

Hidden-Markov-Vektoren sind nun endlich-dimensionale, stochastische Vek-
toren, wie mit Hilfe der beiden folgenden Propositionen klar wird. Es ist
dann einfach zu zeigen, dass die zu ihnen assoziierten stochastischen Pro-
zesse gerade die Hidden-Markov-Prozesse im klassischen Sinne sind. Hierbei
beachte man, dass die Hidden-Markov-Prozesse den Funktionen von Markov-
Prozessen entsprechen [BP66|, [HJ99], [EMO02].

PROPOSITION 3.40. Mit den obigen Bezeichnungen gilt: Ist g € Iy, ein sto-
chastischer Vektor, so auch ¢g.

BeEwes. Klar sind g(0) = 1 und g > 0. Weiter gilt

ohg(@) =Y dga)=>_ > glq)

agX a€X gep—1(a)

= > glg) =1=4dg(D)

q€Xo
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und fiir a = ay...a; € T

(04g)(a) = Z dg(aa) = Z Z 9(q1---@qe+1)

a€x a€¥ q1...q1qe+1€9~ 1 (aa)
= > DN oga= > 9@
qes~'(a) 9€20 gep~1(a)
= dg(a),
woraus zusammen aqgg = qgg folgt. ([

PROPOSITION 3.41. Mit den obigen Bezeichnungen: Ist g € Iy, so
dim ¢g < dim g.

BEWEIS. Wir betrachten dafiir zundchst das folgende

LEMMA 3.42. Mit den obigen Bezeichnungen kommutiert das Diagramm

fiir alle a € X.

BEWEIS. Sei g € Iy, und a € X*. Dann

Tabg(@) = dglaa) = Y g(qq)

qG€f~*(aa)
= 2 Z = Z 749(7
q€¢~(a) ge¢~1(a) qep~(a) g€~ (a)
= Z Ty-1(2)9(0) = Ts-1(a)9(a),
aeo—1(a)
woraus 7, © 55 = ggo Té—1(q) und damit die Behauptung folgt. U

Beweis von Proposition 3.41: Das ist nun einfach, da mit Lemma, 3.42
V(i) g C (;5(Vg)
folgt und daher, da 55 linear ist, die Behauptung. O

Aus dem obigen Satz 3.37 erhédlt man zusammen mit Lemma 3.42 noch das
folgende

KOROLLAR 3.43. Ist g ein Hidden-Markov-Vektor vermdge eines Alphabet-
wechsels ¢ : X9 — X, so

VaeX: dim1,(V,) < card(¢ (a)).
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Es bleibt nun die Frage zu beantworten, wie man Hidden-Markov-Vektoren
innerhalb der Klasse endlich-dimensionaler Prozesse charakterisieren fiir alle
a € ¥ kann, ohne Alphabetwechsel zu Hilfe nehmen zu miissen. Diese Cha-
rakterisierung ist anhand des Prognosekegels moglich und von Heller (unseres
Erachtens umsténdlich [Hel65]) beschrieben worden. Wir bezeichnen mit

T :{gevg|920}

die Menge der Mafivektoren in V. Diese bildet offensichtlich einen von den
Prognoseoperatoren invariant gelassenen Kegel. Die in [Hel65] erarbeitete
Charakterisierung liest sich, in unser Modell iibersetzt, dann so:

SATz 3.44 (Heller, 1965). Ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor
g € lx, ist genau dann ein Hidden-Markov-Vektor, falls es einen Kegel K C
V, gibt, der die folgenden Eigenschaften erfiillt:

)
(b)
(c) VaeX: 71,(K)CK,
(d) K ist echt und polyedrisch.

BEWEIS. “=—": Ist ¢ = ¢go ein Hidden-Markov-Vektor vermoge des Alpha-
betwechsels ¢ : ¥y — X, so ist

K= &(Kgo) N Vg

ein Kegel, der die oben genannten Anforderungen erfiillt. Mit Lemma 3.42
folgt zunéchst die Invarianz von K beziiglich der Prognoseoperatoren und
weiter wegen K, C K auch die Echtheit des Kegels. Weiter ist K poly-
edrisch, da K, als Prognosekegel eines Markov-Vektors polyedrisch ist (sie-
he Korollar 3.36), und die Eigenschaft, polyedrisch zu sein, unter linearen
Abbildungen und Schnittbildung mit linearen Unterrdumen erhalten bleibt.
Offensichtlich auch K C V;| nach Definition von .

“=—": Sei umgekehrt ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor g zu-
sammen mit einem Kegel K gegeben, der die obigen Anforderungen erfiillt.
Wir wihlen ein endliches Erzeugendensystem von oBdA (da K C V) sto-
chastischen {hq, ..., h,, } von K gemif Eigenschaft (d), also

K =cone{h; |i=1,...,m}.

Wir konstruieren nun ein Alphabet X, einen Alphabetwechsel ¢ : ¥ — 3,
und einen Markov-Vektor gg € Iy, so dass g = ¢gp ist. Wir starten mit dem
Alphabet:

Yo=Y x{l,...m}={(a,i)|a€X,iec{l,...m}},

wobei m gerade die Anzahl der Erzeugenden h; von K sei. Wir definieren
fiir alle i = 1, ..., m Koeflizienten «;, indem wir

m
g =: Z Oéz'hz'
i=1
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gemif Eigenschaft (a) als Konvexkombination der h; schreiben und weiter
fiir alle (a,i,j) € ¥ x {1, ..., m}? Koeffizienten a,;;, indem wir jeweils 7,h;

m
Tahj = Z aaijhi
i=1

nun gemif Eigenschaft (¢) als Konvexkombination der h; schreiben. Wir
definieren dann einen Vektor wy, € R* durch

’U)go = E AjQgig,

der wegen
> wall = Z Z i = ) Z Z O‘Jo‘aw
(a,i)E€X0 ae¥ i=1 j=1 ael i=1 j=1 1
m m

= Z Z Q; Z aaijhi(D) = Z Z OthahJ(D
a€Y j=1  i=1 aey j=1
m

=Y ajhila) =Y gla) =
j=1 aEY

stochastisch ausfillt. Weiter definieren wir eine Matrix M € R>¥0*>0 durch
die Vorschrift

M((CL7 Z)a (67])) = aaij7
welche sich wegen

Z M((a,1), (b, 5)) Zzaazg—zzaam

(a,i)€X0 a€l i=1 acl i=1 1
=) 7ahi(0) =) hy(a) =
acl acx

als stochastisch erweist.

Wir definieren nun einen Alphabetwechsel ¢ : X9 — ¥ durch
¢((a,)) = a,
also durch die Projektion von g auf . Wir behaupten dann, dass
9= g0,

wobei gy der zu wy, und M assoziierte Markov-Vektor sei. Offensichtlich
natiirlich

9(0) = 1= ¢go(D).

Fiir @ = a;...a; € X' zeigen wir dann zunichst

m t
Tag=>_ a5 > Qi || Qasisie 1T (3.19)
j=1 s=2

il...z’té{l,...,m}t
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mit vollstdndiger Induktion iiber ¢. Der Induktionsanfang t =1 folgt aus

Tag = Ta(z ajhj) = Zaj(Tahj) = ZO‘J Zaaw
j=1 j=1 J=1 1=1

Y

gemif der Definitionen fiir die verschiedenen a’s. Sei nun ¢ > 1 und a =

ai...a;a;q € X Dann

Tad = Tat+1 atg
t
B Tagi1 E 271 E QXayiyj H Qagigis—1 Nig
5=2

i1...i¢€{1,...,m}*
t

E Qayiyj | | Qagigis 1 Tags Mg

il...itE{L...,m}t s=2

t m
> Qayirg | [ Cacisioos Y Qaryimic b
s=2 k=1

I
Ms
RS

<.
Il
=

I
£

G=1  iy.ige{l,...m}t
m t+1

= E Qj E Qayiyj H aasisis—1hit+17
Jj=1 i1...itit+1€{l,...,m}t+1 s=2

womit (3.19) bewiesen wére. Aus (3.19) folgt dann wiederum

t
(3 19)
g(ar...ar) = 7a;...a,9(0 Z D> wig | Qasisie i (D)

i1...5:€{1,...,m}* s=2 2

m t
= § a,] E : aalilj H aasisisfl
7j=1 s=2

i1..ip€{l,...,m}t

Fiir @ = a;...a; € X! erhalten wir damit
dgo(a) = Z 90(q)
gep~1(a)

= > go((ar,in), s (asie))

i1..it€{1,...,m}?t

= Yo wl(ar,i) [[ M(ay,i), (a5-1,15-1))

i1...50€{1,...,m}? Jj=2

= 2 Z%aamaﬂaaszszsl

i ire{1,..,m}t j=1

t
= E ; E Qayiyj Haasisis_l
s=2

J=1  iy.ire{l,...m}t

~



74 3. OPERATOREN UND DIMENSION

3.2.5. Eine einfache Losung des Identifikationsproblems. Wir
stellen zum Schluss dieses Abschnitts ein konzeptionell beinahe simples Ver-
fahren zur Losung des Identifikationsproblems dar. Das Identifikationspro-
blem beschiftigt sich mit der Frage, wann zwei Hidden-Markov-Modelle dqui-
valent im Sinne der von ihnen induzierten stochastischen Prozesse sind. Zwei
Arbeiten beantworten diese Frage, die eine verdffentlicht mit einem nicht
polynomiellen Algorithmus [TAK92], die andere unverdffentlicht mit einem
polynomiellen Algorithmus [Bal93|. Beide Verfahren sind konzeptionell auf-
windig. Wir liefern ein exponentielles, jedoch duferst elementares Verfah-
ren, das in endlicher Zeit entscheiden kann, in welchem Falle zwei endlich-
dimensionale, signierte Mafvektoren gleich sind. Das Verfahren basiert auf
dem folgenden, zentralen Satz.

SaTz 3.45 (Identifikationssatz). Sei 1 < m € N und g,h € I, zwei signierte
Magfvektoren mit dim g,dimh < m. Dann gilt

Vae X1 ga)=h@a <= g=nh.

Anders ausgedriickt ist ein hochstens m-dimensionaler, signierter Mafvektor
durch die Angabe aller Werte auf Woértern der Lange 2m — 1 bereits eindeutig
festgelegt. Zur Uberpriifung der Gleichheit zweier Hidden-Markov-Vektoren
brauchen wir also nur deren Verteilung auf Wortern einer fixen Wortldnge
zu iiberpriifen. Hiebei kann bei der iiblichen Darstellungsform der Hidden-
Markov-Modelle als Graphen zwei mal die Anzahl der versteckten Zustinde
des grokeren Modells minus eins gewdhlt werden.

Der Beweis benétigt einige Vorbereitungen.

LEMMA 3.46. Sei g € I, ein endlich-dimensionaler Vektor mit dim g = m.
Dann gibt es eine Menge von Wortern ap, k = 0,....,m — 1 mit |ag| < k,
5o dass (Ta,9)k=0,..m—1 eine linear unabhingige Familie von Vektoren und
damit eine Basis von V, bildet.

BeEwEIS. Wir konstruieren diese Basis rekursiv. Dazu starten wir mit

(IO = D7
d.h. 75,9 = g. Wir schreiben

k._ =
V, = span{tzg |k > |e[}.

Haben wir die Worter ay, ..., a, fiir & < m — 1 bereits gefunden, so nehmen
wir zunéchst an, dass

k+1 k

Vo' C V.
Daraus folgt dann wegen
(Vi) € 7a(V5) C VI c Vi

und Vit? = span{r,(VF™)|a € £} induktiv auch V* C V¥ fiir alle m > k
und daher wegen V, = span Ui>q V;“

V, C Vi
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Somit kénnen wir ein Wort ap4q mit |agy1| < k < k + 1 wihlen, so dass
(Ta;9)i=0,... k+1 eine linear unabhéngige Familie ist. Im Falle

k k+1
Vo & Vg
koénnen wir offensichtlich ein Wort aj., € X**! bestimmen, so dass

(Tdig)OSiSk-i-l

eine linear unabhéingige Familie ist. (]

Darauf aufbauend erhalten wir die eigentliche Einsicht:

LEMMA 3.47. Sei g € loc mit dim g = m. Dann gilt
g=0 <= Va,la|<m-1: g(a)=0.

BEWEIS. Die erste Richtung ist trivial. Fiir die Riickrichtung wéhlen wir
geméf Lemma 3.46 eine Basis (74,9)o<i<m—1 mit |a;| < i. Sei nun b € ¥* be-
liebig und 73,9 = Z?;Bl «;Ta,9 eine Darstellung iiber der Basis. Dann rechnen

wir
B m—1 m—1
g(0) =7m9(0) = > aimag(0) = > o  g@) =0
i=0 i=0 —~
=0,|a;|<i<m—1
und erhalten die Behauptung. O

Weiter bemerken wir:

LEMMA 3.48. Seien g,h € lo. Dann
dim (g + h) < dim g+ dim h.

BEWEIS. Das folgt aus
V(g+h) C Vg —l—Vg

und allgemein dim (V + W) < dimV + dim W fiir Untervektorrdume V, W
eines gemeinsamen Obervektorraums. (]

Nun ist der Beweis von Satz 3.45 einfach. Stimmen zwei Vektoren g, h € [,
auf allen Wortern der Lange 2m — 1 {iberein, so stimmen sie wegen (a € X*
mit |a| < 2m — 1)

o(@) " P lg@ =3 g (ba)

pex2m—1—|al 622\;”*1
gls2m—1=h|s2m-1 =_
= E h (ba)
bex2m—1-lal ey2m—1

—1—la _ h=h _

= o2 lilp(a) 7=" h(a)

auf allen Wortern der Lange kleiner gleich 2m—1 iiberein. Daher (9—h)(a) =
0 fiir alle Worter mit |a| < 2m — 1 und wegen Lemma 3.48

dim (g — h) < dim g+ dim (—h) = dim g+ dimh < 2m.
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Deshalb wegen Lemma 3.47

g—h=0
und wir haben die Behauptung des Satzes gezeigt (die andere Richtung ist
trivial). O

Wir wollen an dieser Stelle das im Vorwort erwédhnte Positivitdtsproblem
formulieren. Dies, weil der soeben aufgefiihrte Satz vielleicht Inspiration fiir
neue Ansitze zu seiner Lésung sein konnte.

PROBLEM 3.49. Sei g € [, ein endlich-dimensionaler, signierter Mafvek-
tor. Gesucht ist ein Algorithmus, der anhand einer Koordinatendarstellung
des Prognoseraums zusammen mit den zugehérigen Matrixdarstellungen der
Prognoseoperatoren entscheidet, ob g ein Mafkvektor ist, das heiflt, g > 0.

3.3. Basen und Charakteristische Systeme

3.3.1. Einleitung und Definitionen. Will man reellwertige Koordi-
natendarstellungen des Prognoseraums eines endlich-dimensionalen Prozes-
ses samt der dazugehorigen Parametrisierungen der Prognoseoperatoren stu-
dieren, stellt sich unmittelbar die Frage nach einer geeigneten Basis fiir den
Prognoseraum. Diverse Kriterien kénnen bei der Auswahl der Basis eine Rolle
spielen. M6chte man zum Beispiel die Parameter einer der Parametrisierung
des Prozesses aus einer (Menge von) von ihm erzeugten Sequenz(en) “lernen”,
so sollte sich die Basis gewissen numerischen Problemen gegeniiber gutmiitig
verhalten. Der von Jéger entwickelte Lernalgorithmus ([Jae00],[JZK ' 05])
erfordert die Inversion einer von der Auswahl der Basis abhingigen Matrix.
Bei geschickter Wahl der Basis ist die Kondition dieser Matrix giinstig und
eventuelle Schitzungsfehler pflanzen sich nur unerheblich fort. Ein anderes
Kriterium ist, mit Hilfe einer geeigneten Basis die Koordinaten der Progno-
sevektoren als Wahrscheinlichkeiten interpretieren zu kénnen. Dies impliziert
gleichzeitig die Nichtnegativitat dieser Koordinaten, eine weitere angenehme
Eigenschaft einer solchen Basis.

Tatséchlich sind die oben beschriebenen Kriterien erfiillbar, was der wei-
tere Verlauf dieses Abschnitts bezeugen wird. Ist der Prozess endlich-dimen-
sional, so ldsst sich eine Basis finden, die allen oben beschriebenen Anfor-
derungen gerecht wird. Wir konzentrieren uns in diesem Abschnitt jedoch
ausschlieflich auf das Kriterium der Interpretierbarkeit der Koordinaten der
Prognosevektoren als Wahrscheinlichkeiten. Die numerischen Konsequenzen
der Wahl einer solchen Basis sind ausfiihrlich in den Schriften von Jager und
seiner Mitarbeiter ([Jae00],[Obe02],[Kre03], [JZK " 05]) beschrieben wor-
den.

Bevor wir mit der entscheidenden Definition starten, wollen wir darauf
hinweisen, dass wir Zylindermengen im Sinne der einleitenden Ergebnisse
und Hinweise in Kapitel 2 meist mit ihren definierenden Grundmengen iden-
tifizieren.
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DEFINITION 3.50. Sei g € lgns ein endlicher, signierter Mafvektor. Eine
Familie (g;)icicn von linear unabhdngigen Vektoren g; € V, heisst charak-
teristisches System von g, falls es eine Partition

0= A
icl
von Mengen A; C By, gibt, so dass die folgenden beiden Eigenschaften erfillt
sind:
(i)
card(I) = dim g,
(i)
1 i=j
Die A; nennt man dementsprechend charakteristische Ereignisse. Er-
setzt man Eigenschaft (ii) durch
(iia)
mgi(Ai) =1, mgi(CAi) =0,
so sprechen wir von quasi-charakteristischem System. Bildet ein

(quasi-) charakteristisches System (g;)icr eine Basis von V,, so sprechen
wir auch von einer (quasi-) charakteristischen Basis.

BEMERKUNG 3.51. Man bemerkt sofort, dass im Falle endlich-dimensionaler
Prozesse g ein charakteristisches System (g;)ic; immer auch eine charakte-
ristische Basis von V, bildet.

Gibt es eine charakteristische Basis fiir einen Vektor g, so konnen wir die dies-
beziiglichen Parameter der Prognosevektoren wie oben gefordert als Wahr-
scheinlichkeiten interpretieren.

PROPOSITION 3.52. Sei g ein stochastischer Vektor und (g;, A;) eine cha-
rakteristische Basis von g. Ist dann h € V, (also z.B. ein Prognosevektor)

und

h=>_ aigi

1€l

seine Darstellung auf der Basis (g;) (nur endlich viele der o; sind von Null
verschieden), so gilt:

mh(Al) = Q4.
Die «; entsprechen also gerade den Messwerten von h fir die A;. Ist h > 0,
so folgt dann o; > 0.

BEWEIS. Das folgt sofort aus der Definition eines charakteristischen Sys-
tems:
mi(4y) = Y aimyg,(4)) = a;g;(4;) = aj.
el
Ist h > 0, so ist my, ein Maf, und daher my(A4;) > 0. O
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Die Frage nach der Existenz charakteristischer Systeme ist im Falle endlich-
dimensionaler stochastischer Vektoren von Jager positiv beantwortet worden
([Jae97b]). Im Falle eines unendlich-dimensionalen Vektors jedoch kann kei-
ne solche Aussage gemacht werden, hier existieren nur die vergleichsweise
unbrauchbaren quasi-charakteristischen Systeme.

3.3.2. Der endlich-dimensionale Fall. Im Falle eines endlich-dimen-
sionalen g € [gys verallgemeinern wir den bereits erwdhnten Satz von Jager.
Wir folgen dabei seinen Argumenten, miissen jedoch aufpassen, da in seinem
Beweis von der Positivitdt der Vektoren an entscheidender Stelle Gebrauch
gemacht wird.

SATZ 3.53. Sei g € lgys ein endlicher, signierter Mafvektor mit dim g < oo.
Dann gibt es ein charakteristisches System (g;)icr 2u g.

BEWEIS. Ist g = 0, so ist nichts zu zeigen. Ist g # 0, so sei n := dim g und
und b; ein Wort mit g(b;) # 0 (*). Dann ist der zugehdrige Vektor 7 g von
Null verschieden. Wir kénnen somit eine Basis (73,,...,75,) von V, finden,
die den Prognosevektor von b; enthilt. Mit Lemma 2.43 finden wir dann
paarweise verschiedene Worter a, ..., a,, so dass die Matrix

m,9(@) ... 7,9(@)

75,9(@n) ... 75 9(an)
reguldr ist. Wir bemerken, dass fiir zwei Worter a;, a; die folgende Beziehung
gilt:

a; <a; < Z({ZL]}) C Z({dz}) (321)

Wir bemerken dann weiter, dass fiir allei =1,....,n

U 2da) ¢ 2({a),

J#4,6;<a;

wobei aus 3.21 zunéchst die Inklusionsbeziehung folgt, und die Annahme der
Gleichheit der beiden Mengen auf die Gleichungen

> ma@) = Y meZ({a) = me(Z{ai}) = m,9(@)
J#4,8;<a; J#4,8;<a;
fiir alle ¥ = 1,...,n und damit auf die lineare Abhéngigkeit der entspre-

chenden Zeilen der obigen Matrix fiihren wiirde. Mit dem Wissen um diese
Tatsache setzen wir fiir alle: =1,...,n

Ay=2z({ah)\ |J  2Z2(a;})
J#1,a,<a;
und bemerken, dass die A, nicht-leer und paarweise disjunkt sind und dass
die dadurch gegebene Matrix

75,9(A1) ... 7 g(Ay)
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ebenfalls regulér ist. Wir setzen zuguterletzt
Ag =\ ([ 4Ar)
k=1

und betrachten den Vektor vg := (73,9(Ao), ..., 75, 9(Ao)), der wegen der Re-
gularitdt von M im Zeilenraum von M zu finden ist. Sei

n
Vo = E Oszk,
k=1

wobei M}, die k-te Zeile von M sei, die entsprechende Darstellung. Wir be-
merken, dass die Annahme Vk : «j = —1 auf die Gleichung

g(b1) = 75,9(0) = > 75,9(A) + 75,9(A0) = > _ 75, 9(Ax) — 75, 9(Ar) =0,
k=1 =1

fiihrte, ein Widerspruch zur Wahl von b; (siehe (x)). Wir suchen demnach
ein ko, so dass oy, 7 —1 und setzen

Ay, k # ko
Ak = ~
AL UAy k= ko,

stellen dann fest, dass die Aj eine Partition von €2 bilden und dass die Matrix

75,9(A1) ... 7 9(A1)
N := : :
7'519(An) s TBng(An)

wiederum reguldr ist. Wir setzen nun zunéchst
(Brt, -, Bkn)T = Nl

(wobei e, := (0, ...0, %,0, ...,0)T) und weiter

n
gk =) BrjTs,9

j=1
und stellen schlussendlich fest

1 1=k

94(4) = 3 iy, 9(4) {O o

nach Wahl der 3;;. Damit haben wir ein charakteristisches System bestimmt.
O

Wir bemerken zum Schluss, dass die charakteristischen Ereignisse endlich--
dimensionaler Vektoren als Zylindermengen gewdhlt werden koénnen.



80 3. OPERATOREN UND DIMENSION

3.3.3. Der unendlich-dimensionale Fall. Dieser Abschnitt hat iiber
die oben besprochene Motivation hinaus eine weitere, speziellere: Fiir statio-
nére, unendlich-dimensionale, stochastische Vektoren kann es charakteristi-
sche Basen nicht geben. Der Beweis dazu (und natiirlich die Definition von
Stationaritét) ist im Abschnitt iiber stationdre Vektoren zu finden, siehe Satz
4.20. Hatte man nun die Existenz charakteristischer Basen ganz allgemein
beweisen konnen, wire die Existenz eines stationdren, unendlich- dimensio-
nalen Prozesses ausgeschlossen gewesen. Dem Dimensionsbegriff wire somit
noch eine andere Bedeutung zuteil geworden. Tatséchlich gibt es aber statio-
nére, unendlich-dimensionale, stochastische Vektoren. Siehe dazu ebenfalls
den Abschnitt iiber Stationaritat (Satz 4.21).

Wie bereits angekiindigt, muss im Falle eines unendlich-dimensionalen
¢’s ungleich viel mehr gearbeitet werden, um weniger zu erreichen. Genau
gesagt erhilt man unter einigen Miihen die Existenz quasi-charakteristischer
Systeme, eine Aussage, deren Wert dem Autor noch lange nicht an Wiin-
schenswertes heranreicht.

Bevor wir starten, wollen wir bemerken, dass wir in der Folge fiir beliebige
B € By, (also nicht ausschlieRlich fiir Zylindermengen B)
79(B) anstelle von m., 4(B)

schreiben, wie bereits in friilheren Kapiteln angekiindigt.

SATZ 3.54. Sei g € lgys ein endlicher, signierter Mafvektor mit dim g = oo.
Dann gibt es ein quasi-charakteristisches System (g;)ien 2u g.

BEWEIS. Wir machen die zu ¢ assoziierte Matrix (siehe Bemerkung 3.18)
Py = (159(a))g e € R (3.22)

zum zentralen Objekt unserer Betrachtungen.

Wir kénnen die Spaltenvektoren (Pg)l_’ mit den 73¢ identifizieren und schrei-

ben dariiberhinaus f; fiir die Zeilenvektoren, z.B. fo(b) = m9(0) = g(b).
Wegen dim g = oo gilt unter Zuhilfenahme von Lemma 2.43 folglich

dim span{ fzla € ¥*} = oc. (3.23)

Idee hier ist nun der rekursive Aufbau einer Partition von {2 unter Zuhilfe-
nahme einer geeigneten Sequenz von Wértern a,, so dass die f3, eine linear
unabhéngige Familie von Vektoren bilden. Dazu betrachten wir das folgende

LEMMA 3.55. Sei (Gyn)nen eine Folge paarweise verschiedener Waorter iber
3. Dann liegt einer der beiden Fille vor:

(T1) Es gibt eine Teilfolge (ay,), so dass
Vi, j eNY i<, < an,

mit anderen Worten, die Teilfolge ist ein sich “streng monoton” ver-
langerndes Wort oder
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(T2) es gibt eine Teilfolge (ay,), so dass
Vi,j EN? i #j: @, & Gn Al £ any,,
mit anderen Worten kein Teilfolgenglied ist Prifiz eines anderen.

BEWEIS. Wir gehen davon aus, dass Fall (T1) nicht vorliegt. Dann haben
wir die Existenz einer Teilfolge vom zweiten Typ zu zeigen. Diese finden
wir rekursiv. Wir stellen fest, dass in unserer Folge jede induktiv geordne-
te Teilmenge der v, eine obere Schranke hat. Mit dem Lemma von Zorn
wahlen wir ein maximales Element a,,, also ein Wort, das durch andere
Folgenglieder nicht mehr fortgesetzt werden kann. Haben wir bereits die
Wérter ay,, ..., ap,, gefunden, so betrachten wir die Teilfolge der Originalfol-
ge, aus der alle (endlich vielen) Worter gestrichen wurden, die Prifixe von
Qp,, ..., Qp,, waren, einschliesslich der a,,,, ..., ay,, selbst. In dieser Teilfolge
finden wir wiederum ein maximales Element a,,, ,. Offensichtlich ist a,,,,,
nicht das Préfix eines der Worter ay,,, ..., ap,,. Da diese maximale Folgenglie-
der waren, konnen diese ebenfalls nicht Préfix von ay,,, , sein. O

Weiter im Beweis des Satzes: Wir betrachten nun eine Basis (fz, )nen
des Zeilenraums von P, s.d. fo Element dieser Basis ist. Wir betrachten die
Folge der zugrundeliegenden, paarweise verschiedenen Worter a,, und unter-
scheiden gemdff Lemma 3.55 zwei Fille:

(T1): Sei (¢; := ay,) diese Teilfolge (also ¢; < ¢; fiir i < j). Es sei ¢y := O
gewéhlt. Mit Lemma 2.43 finden wir eine Folge von Wértern b;,j € N, so
dass die Matrizen
i T59(0) o 75,9(0)
Cn = (f2 (bk))ij=0,...n = : : e ROt
77)0.9(511) e Tan(En)

reguldr sind fiir alle n. Fiir alle ¢ € N definieren wir Zylindermengen A; durch
die Vorschrift

Ai = Z({ei}) \ Z({eia})-

Dann gilt natiirlich auch, dass die Matrizen

Tho9(Ao) - 7, 9(Ao)
B, = : : c R(+2)x(n+2)
Too9(An) o 7, 9(An)
T30 9(Cnt1) - 75, 9(Cnt1)

reguldr sind. Weiter sind die A; paarweise disjunkt und es gilt
(U A)UZ({en1}) = Qs
i=0

(beachte ¢g = O). Wir setzen nun e, := (0,...,0,1,0)T € R**2,

-1 T

(an07 Qply ey an,n-i—l) = (Bn en)
und weiter

Gn = 0Ty g + ... + Qnnt+17p,, 1 9-
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Dann gilt

Vi=0,..,n—1: 9n(Ar) =0
gn(An) =1
In(Qs\ (UZ:O Ar)) = gn(Cry1) = 0.

Hieraus folgert man einfach die lineare Unabhéngigkeit der g, sowie noch
einfacher Eigenschaft (iia).

(T2): Wir konstruieren nun ein charakteristisches System nach der Grundi-
dee des nachfolgenden Lemmas.

LEMMA 3.56. Sei g € gy ein endlicher, signierter MafSvektor und sei eine
Partition von Qx,
Oy = UizoAi’

mit dazu assoziierten Vektoren h; € l?o,z' > 0 und einem Eztravektor ho, die
durch die Vorschrift

hi(b) := T39(Ai) und ho(b) = 79(0)
festgelegt sind, gegeben. Ist dann die Menge dieser Vektoren
{hDvhi | { > 0}7

linear unabhdngig, so gibt es eine Menge von Vektoren g;,i > 0, so dass
jeweils
gi(A;) =1 und g;(CA;) = 0.

Mit anderen Worten gibt es ein charakteristisches System (g;), so dass die
A; die dazu passenden charakteristischen Freignisse bilden.

BEWEIS. Wir konstruieren die zu den A; gehérenden Vektoren rekursiv. Da
die Menge {ho — ho, ho} eine linear unabhéngig ist, finden wir mit Lemma
2.43 Worter bg, b1, so dass die Matrix

By = (( ho(bo) ho(b1) > _ (T;,Og(Ao) Tglg(Ao)>  R272

ho — ho)(bo)  (ha — ho)(b1) 75,9(CA0)  75,9(CAo)

regulir ist. Wir setzen eg := (1,0)” und
(@00, a1) = (By 'er)”
und weiter

9o = Qogp, + 0195,

und stellen fest, dass go(Ag) = 1 und gq(CAg) = 0. Wiederum mit Lemma
2.43 finden wir dann fiir n > 1, da die Mengen {hq, ..., hy, by, := ho — hg —
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.. — hy, } linear unabhéngig sind, Worter bo, b1, ..., 5n+1, so dass die Matrizen

ho(bo) -+ ho(bny1)
" }}H(EQ) }}n(i)g-kl)
(hn)(bo) -+ (hp)(bn1)
7,9 (Ao) T Thpy19(Ao)
_ : : c R(H2)x(n+2)
TEOQ(AH) 75n+1g(An)
T 92 \UlgAs) -+ 7 9(Qs \ ULy i)
regulir sind. Wir setzen nun e, := (0, ...,0,1,0) € R"*2 und
(an07 Anlyeeey an,n+l) = (Bglen)T

und weiter
9n = QnoTp,g + ... + Onn+1Tp, 1 9
und sehen sofort
Vi=0,...,n—1: gn(Ag) =0
In(An) =1
gn(\ (Uizo 4k)) =0
Hieraus folgert man einfach die lineare Unabhéngigkeit der g, sowie trivia-

lerweise Eigenschaft (iia) der Definition eines quasi-charakteristischen Sys-
tems. n

Weiter im Beweis von Satz 3.54. In Anbetracht dieses Lemmas ist es nun
unser Ziel, die dort geforderte Menge von Vektoren bereitzustellen.

Wir bezeichnen die entsprechend Fall T2 aus Lemma 3.55 erhaltene Teil-
folge mit (¢; := ay,) (also Vi, j : ¢; £ ¢j,¢; £ &), wobei wir diese aus techni-
schen Griinden mit dem Index 1 starten lassen. Wir bemerken weiter, dass in
diesem Fall das Wort O nicht in dieser Teilfolge auftreten kann. Wir setzen
nun fiir j > 1

Cj = 2Z({g})
und

Coy:= QE\UO]' :QZ\U Z({EJ})

j=21 j21

als das Komplement aller so gewéhlten Mengen. Wir setzen weiter f; := fz,
fiir 4 > 1 und definieren fy durch die Vorschrift

fo(b) = m9(Co)
fiir b € ¥*. Man kann fq auch als den punktweisen Limes der Folgenglieder

fo = fo— Zle fi auffassen. Es ist nicht klar, ob fy € span{fz|a € X*}.

Um die Situation aus Lemma 3.56 herzustellen, haben wir nun zwischen
verschiedenen Fillen zu unterscheiden.
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1. Fall: {fa, fo, fi|© > 1} ist eine linear unabhéngige Menge. In diesem Fall
erhalten wir die gewiinschte Situation, indem wir

Vi>0: A;:=C;und h; := f;

und hp := fo setzen.

2. Fall: fo = afp fir ein a € R, also fo und fp linear abhingige Vektoren.
Wir bemerken, dass { fo, f; | ¢ > 1} nach Voraussetzung eine linear unabhén-
gige Menge von Vektoren ist. Daher ist auch { fo, fo+/f1 = afo+f1, fi]i > 2}
eine linear unabhéngige Menge von Vektoren. Wir setzen nun

Ao ::COUCl undVizl: Al = U411

und dementsprechend hg := fo, ho := fo + f1,hs := fiy1,%4 > 1 und stellen
fest, die fiir Lemma 3.56 gewiinschte Menge von Vektoren erhalten zu haben.

3. Fall: fy € span{fa, fi|i > 1}, aber fo und fy sind nicht linear abhingig.
Wir suchen dann eine endliche Teilmenge J C N und schreiben

fo=aofo+ Zaz'fz',
icJ
wobei die a; # 0 nach Voraussetzung dieses Falls. Dann wéhlen wir eine
Bijektion ¢ : N — N\ J und setzen

Ag 3:COUUCi und fiir i € N\ J: A; 1= Cy;)
ieJ
und weiter ho = fo,ho := fo+ X ;e fi und h; = fy(;) fiir i > 1. Die An-
nahme hg € span{ho, h;|i > 1} fiihrte auf eine Gleichung 0 # Y. ;o f; =
Bo + > ;1 Bifi, wobei nur endlich viele der 3; von Null verschieden wéren.
Diese Gleichung hieRe wiederum aber, dass die Menge {fq, fi|i > 1} linear
abhingig wire, ein Widerspruch! Wir haben in den h; somit eine fiir Lemma
3.56 passende Menge von Vektoren gefunden. (]

Wie schon oben erwédhnt, der Beweis ist lang und miihselig, das Ergeb-
nis scheint unbefriedigend. Eine Existenz echter charakteristischer Systeme
scheint nur unter noch gréferen Qualen erhalten werden zu kénnen. Daher
verlassen wir diesen schwer zerfurchten, trotz allem spérlich ertragreichen
Acker und wenden uns erfreulicheren Dingen zu.



KAPITEL 4

Evolutionstheorie

Everything happens to everybody
sooner or later if there is time enough.

George Bernard Shaw

Die Verdnderung von zufallsgesteuerten Prozessen im Wandel der Zeit ist
ein Hauptthema etlicher Teildisziplinen der Wahrscheinlichkeitstheorie. Die
Motivation solcher Studien liegt auf der Hand: Lassen sich mit Hilfe einer
anfinglich gegebenen Parametrisierung stochastischer Objekte Riickschliisse
auf deren Verhalten im weiteren zeitlichen Verlauf schlieffen, so kénnen Er-
wartungswerte stabil geschédtzt werden und Volatilitdten zuverlissig angege-
ben werden. Dies hilft bei der Berechnung zufallsbedingter Risiken und kann
in der Finanzwelt im wahrsten Sinne des Wortes Gold wert sein. Jedoch auch
umgekehrt kann die Kenntnis des asymptotischen Verhaltens stochastischer
Prozesse helfen, aus einzelnen Stichproben auf anfangliche Parametrisierun-
gen riickzuschliefen und damit stochastische Prozesse in ihrer Gesamtheit
ein wenig in den Griff zu bekommen.

Mathematisches Zeugnis der Relevanz solcher Zusammenhénge ist zum
Beispiel die Ergodentheorie, die sich in den dreifliger Jahren entwickelt hat
und deren Ursprung in der Erforschung stochastischer Prozesse in der statis-
tischen Mechanik, bei denen “zeitliche” Mittel mit Erwartungswerten iiber-
einstimmten, zu sehen ist (siehe auch die Einleitung, Kapitel 1, Abschnitt
1.2.3). Die Ergodentheorie hat sich inzwischen von diesen Spezialitdten eman-
zipiert und hat im Laufe der Jahre wilde Bliiten getrieben, so dass dicke Bii-
cher dazu geschrieben werden konnten. Grundthema ist jedoch immer eine
Art zeitliche Entwicklung von Messwerten und das Studium derselben.

Auch wir wollen unsere Theorie um ein dem Studium “zeitlicher” Ent-
wicklung unserer Objekte gewidmeten Kapitel bereichern. Dabei dréngt es
sich aus der Definition heraus auf, das Verhalten unserer (signierten) Maf-
vektoren unter dem Einfluss des Evolutionsoperators bzw. der Prognoseope-
ratoren griindlich unter die Lupe zu nehmen. Das folgende Kapitel beschéf-
tigt sich daher vornehmlich mit den Auswirkungen der iterierten Anwendung
des Evolutionsoperators und zum Teil auch der Prognoseoperatoren und be-
zieht seinen Namen daher.

Wir machen darauf aufmerksam, dass die Motivation wiederum in der
Theorie der dynamischen Systeme, wie sie z.B. [Gra01]| oder in [PY98]

85
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betrieben wird, gesehen werden kann. Wir fithren, wie bereits bisher in die-
sem Text iiblich, die Querverbindungen meist in einem Atemzug mit auf.
Ausschliefllich an unseren Objekten interessierte Leser iiberspringen diese
Hinweise geflissentlich.

4.1. Motivation: Dynamische Systeme

Wie bereits vorab erwdhnt, ist es wiederum nicht zwingend notwendig,
aber doch moglicherweise hilfreich, die Verkniipfung unseres Modells mit den
Begriffen der sie umgebenden Theorie, in diesem Fall der Ergodentheorie der
dynamischen Systeme aufzuzeigen. Wie schon in der Einleitung berichtet,
kann die Theorie der dynamischen Systeme als eine Teildisziplin der allge-
meiner formulierbaren Ergodentheorie aufgefasst werden. Was das Studium
dieses Teilbereichs der Ergodentheorie so populdr macht, ist, dass stochasti-
sche Prozesse als dynamische Systeme aufgefasst werden kénnen. Ubersetzt
man die Ergebnisse der Theorie der dynamischen Systeme in die Sprache
der stochastischen Prozesse, so erhdlt man meist Aussagen iiber Statistiken,
die anhand einzelner Sequenzen (also anhand einzelner Stichproben des sto-
chastischen Prozesses) erhoben werden. Tatsichlich hat die Ergodentheorie
einige starke Resultate unter vergleichsweise schwachen und in der Praxis oft
zutreffenden Grundannahmen erzielt.

Neben dem rein theoretischen Nutzen einer Evolutions- /Ergodentheorie
fiir unser Modell hat, wie schon an anderer Stelle dieser Arbeit erwédhnt, ei-
ne solche Theorie auch einen ganz konkreten, praktischen Nutzen. Aufgrund
der endlichen Parametrisierbarkeit endlich-dimensionaler Prozesse liegt die
Vermutung nahe, dass diese Modelle aus von ihnen erzeugten Daten ermit-
telt werden kénnen. Dies wiederum ist davon abhéngig, wieviel Information
aus Stichproben des stochastischen Prozesses zuriickgewonnen werden kann
- eine Frage, zu der eine Ergodentheorie dieser Modelle Auskunft geben kann.

Wir starten an dieser Stelle mit der allgemeinen Definition eines dynami-
schen Systems, nicht ohne den Leser, wie bereits gesagt, dazu zu ermutigen,
diese einfach zu iiberspringen - sie ist zum Verstdndnis unseres Modells nicht
notwendig, sondern dient ausschlieRlich dazu, es zu interpretieren.

DEFINITION 4.1. Ein dynamisches System ist ein Quadrupel (2, B, m,T),
bestehend aus einem Mafraum (2, B, m) und einer messbaren Abbildung T'.

In unserem speziellen Fall werden wir bei gegebenem Alphabet ¥ immer
dynamische Systeme der Struktur

(Qx, By, m,Tq)

d.h. (Qyx, By) ist der von uns fast ausschlieflich betrachtete Messraum mit
einem Maf m und Tq ist der Schiebeoperator. Diese speziellen dynamischen
Systeme geben Anlass zu einer Folgedefinition:
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DEFINITION/BEMERKUNG 4.2. Ist (X;) ein stochastischer Prozess, so ist
das durch ihn kanonisch induzierte dynamische System gerade

(927827m7T9)7

also (s, By, m) der durch (X:) kanonisch gegebene Wahrscheinlichkeits-
raum (siehe Abschnitt 2.2.4) und Tq der Schiebeoperator (Abschnitt 2.2.5).
In diesem Sinne beziehen sich die Begriffe der Welt der dynamischen Syste-
me (z.B. Stationaritit) auf stochastische Prozesse.

Studiert man nun ein dynamisches System, so interessiert man sich meist fiir
die induzierten Mafe

moT % keN
und deren Gesetzmifigkeiten. Betrachten wir Mafle m, so praktisch aus-
schliefilich, indem wir deren Mafvektoren g betrachten. Fiir die in in Kapitel
2 etablierte 1-1-Beziehung zwischen Mafien auf (Q2y, By) und Mafvektoren
g € Iy, fallt dann auf (siehe dazu Proposition 3.14), dass

gem = ukgHmngk,

mit anderen Worten ist Ergodentheorie in unserem Modell dann gerade
das Studium der Auswirkungen des Evolutionsoperators auf Mafvektoren

g €lgn-

4.2. Stationaritit

In diesem Abschnitt definieren wir den Begriff eines stationdren Vek-
tors und zeigen den Zusammenhang mit dem entsprechenden Begriff aus der
Welt der dynamischen Systeme auf. Stationdre Vektoren sind Fixpunkte des
Evolutionsoperators, mit anderen Worten, Vektoren, die sich zeitlich nicht
verdndern wollen. Wir geben die Definition an und zeigen Zusammenhéinge
mit anderen Begriffen unseres Modells auf.

4.2.1. Einfiihrung und Motivation. Wir starten geradewegs mit der
Definition dieses Abschnitts.

DEFINITION 4.3. Wir nennen einen Vektor g € I stationdr, falls
ng = g, (4.1)

mit anderen Worten, falls er invariant beziiglich des Evolutionsoperators ist.

Zur Aufklarung der Begriffsbildung betrachten wir gleich im Anschluss ei-
ne weitere Definition, die diesmal der Welt der dynamischen Systeme ent-
stammt.

DEFINITION 4.4. Fin dynamisches System (2,8, m,T) wird stationir (be-
ziiglich T) genannt, falls

VBeB: m(T 'B)=m(B).
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Einen stochastischen Prozess mit Werten in einem endlichen Alphabet X
bezeichnet man als stationir, falls das durch ihn induzierte, kanonisch ge-
gebene dynamische System (Qs, By, m,Tq) stationdr ist.

Wir werden den Begriff der Stationaritdt auch auf Mafle anwenden, wobei
dann klar sein muss, um welches dynamische System es sich dabei eigentlich
handelt. Wird nichts anderes gesagt, so handelt es sich bei uns um die kano-
nisch durch den Schiebeoperator induzierten dynamischen Systeme, gegeben
ein Maf auf dem Messraum (Qy, By).

Um die Stationaritdt eines dynamischen Systems (oder eben eines sto-
chastischen Prozesses, siehe Bem./Def. 4.2) zu bestétigen, reicht es, die de-
finierende Eigenschaft auf den Elementen eines Erzeugendensystems der in-
volvierten o-Algebra festzustellen.

LEMMA 4.5. Ein dynamisches System (0, B = o(F),m,T) ist genau dann
stationdr, falls

VFeF: m(T'F)=m(F),
also falls es invariant beziglich T auf den Ereignissen des erzeugenden Rings
ist.

BEWEIS. Folgt mit Hilfe des Approximationssatzes fiir Mafke 2.18, der aus-
fithrliche Beweis dazu findet sich in [Gra01], siche S.162, Lemma 7.4.1. O

Im Falle durch Mafvektoren g induzierter Mafe m, auf (s, By) bedeutet
das, dass wir Stationaritdt auf den Zylindermengen allein nachweisen miis-
sen. Das hilft uns, den folgenden Satz nachweisen zu konnen, der gleichzeitig
die Motivation der Namensgebung ist.

SATZ 4.6. Fir einen durch einen stochastischen Vektor g gegebenen stochas-
tischen Prozess (Xi)ien gilt:

(Xt)ien stationdr < g stationdr < edim(Xy) = 1. (4.2)

BEWEIS. Die zweite Aquivalenz ist klar nach Definition 3.16 von edim. Sei
g ein stationérer, stochastischer Vektor. Dann gilt fiir Worter a € >*:

mg (T4, AL Z mg(Z({aa})) = Z g(aa)

a€y a€d

= ng(a) = g(a) = my(Z({a})).

Damit dann offensichtlich auch my(T,'Z(B)) = my(Z(B)) auf den Zylin-
dermengen Z(B) mit beliebigen Grundmengen von Woértern B. Hieraus folgt
die Stationaritdt von m, aus Lemma 4.5. Ist umgekehrt g, ein durch einen
stationdren, stochastischen Prozess m induzierter Vektor, so gilt

pgm(@) =S  gm(aa) = m(Z({aa}))

a€ey a€ey

=m(Ty ' Z({a})) = m(Z({a})) = gm(a).
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O

Die stationdren Vektoren als Fixpunkte des Evolutionsoperators bilden nun
einen Untervektorraum von [,. Dies fiihrt uns auf folgende

DEFINITION 4.7. Wir setzen

lp =19 €lsm | ng = g},

also den Vektorraum der stationéren, endlichen, signierten Mafivek-
toren. Dies ist offensichtlich ein Untervektorraum von lgy;.

Das folgende Beispiel zeigt, dass im Allgemeinen ein Fixpunkt g von p nicht
aus [y sein muss, wie man zunichst vermuten konnte.

BEISPIEL 4.8. Sei ¥ = {a,b}. Wir definieren rekursiv

g: X¥ — R
0 a=0
a — 90)+gzm a=ba
g(l_))—ﬁ—lHl a = bb.

Dass (pug)(a) = g(a) gilt, folgt mit vollstindiger Induktion tber die Wortlinge

N =

(19)(0) = g(a) + g(b) = 5 — 5 = 0= g(0).
t —t+41: Seia € L. Dann a = bx mit b € Xt. Es folgt
(ng)(@) = g(aa) + g(ba) = g(abzx) + g(bbx)
) {g<ab>+g<bb>+22b+2 Y g(6) + yiker,
g(ab) + g(0b) — 27— Y g(B) - b, @ =0
= g(bx) = g(a).

(4.3)

Weiter gilt

VE>1: ) |g(a) =2"",

aext
wie man wiederum mit vollstindiger Induktion einsieht:
t=1:
1 1
—4+-=1.
> lg(a) o)l +1g(b)| = 5 + 3

[

t — t+1: Wir bemerken zundchst, dass offensichtlich [g(a)| > L und daher,

dass g(a), g(c‘z)—l—ﬁ und g(a)— ﬁ alle das gleiche Vorzeichen haben woraus
wiederum

J9(a0)] + lg(@b)| = 9(@) + oy |+ 19(@) — syl = 2of@)] (44
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folgt. Damit

S @) =3 lg@@a)| +g(ad) = 3 2lg(a)|

acxt+l aext aext (4.5)

Iy gt=1 _ ot

Es bleibt zu bemerken, dass es uns an dieser Stelle so auf die Schnelle kein
Beispiel eines gemeinsamen Fixpunkts des stochastischen Operators o und
des Evolutionsoperators . eingefallen ist, das nicht in 7y zu finden ist (wir
erinnern an Beispiel 2.57). Es bleibt somit eine offene Frage (7), ob bereits

?
ls N {gEloo|:Ug:g}(:)l,u:lSM N {g€lx|pg =g}
=l NIty N {g €loo | g = g}

gilt oder nicht. Wir liiften dieses Geheimnis an anderer Stelle (siehe Beispiel
4.28).

Der Raum [, ist nun abgeschlossen, wie die Folge der nachstehenden
Proposition sein wird.

PROPOSITION 4.9. Sei (g,) eine Folge mit ug, = gn, die worttweise gegen
einen Vektor g* konvergiert. Dann auch pg* = g*.

BEWEIS. Sei a € ¥*, dann gilt

pg*(@) =) g*(aa) =3 lim g(aa)
a€Y acXl
= lim » gn(aa) = lim pugn(a)
aEX
= lim g,(a) = g*(a),
n—oo

also ug* = g*. O

KOROLLAR 4.10. [, ist abgeschlossen.

BEWEIS. Sei (g,) eine Folge aus [,, die in Norm gegen einen Vektor g*
konvergiert. Dass og* = ¢*, folgt aus Satz 2.34 und pug* = ¢g* aus obiger
Proposition 4.9. O

Wir beschliefien diesen Abschnitt mit einem wichtigen und elementaren Lem-
ma, das zeigt, dass die Variationsvektoren g™, g~ (siehe Definition 2.54) sta-
tiondrer Vektoren g ebenfalls stationdr sind.

LEMMA 4.11. Sei g € lgpr. Dann
gel, << g9 €l,.
BEWEIS. Die Riickrichtung ist trivial. Fiir die andere Richtung betrachten

wir zunéchst die Gleichung

g=pg=pu(gt —g7)=pg" —pg".
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und weiter die Rechnung

llgllrv = llugllrv = llu(g™ = g7)llrv

<lpg™llrv + lug ™ llrv

Satz3.6 i _
< Mg llzv +llg” llzv = llgllrv,

woraus ||g||7v = ||pgt|lrv + ||pg~||7v und damit wegen der Eindeutigkeit
der Variationsvektoren, dass ug™ =g, ug™ = g~ (]

Nach diesen einfiihrenden Illustrationen machen wir uns richtig an die
Arbeit. Zunéchst studieren wir die Auswirkungen von Stationaritdt auf Er-
eignisvektoren.

4.2.2. Stationaritit und Ereignisse. Dieser Abschnitt enthélt im
Wesentlichen zwei kleine, aber um so wichtigere Erkenntnisse. Die Ereig-
nisvektoren stationérer signierter Mafivektoren von Ereignissen, die invari-
ant beziiglich des Schiebeoperators sind (siehe nachstehende Definition), sind
wiederum stationédre Vektoren. Diese stationdren Ereignisvektoren liegen nun
im Abschluss des Prognoseraums. Fiir endlich-dimensionale stationdre Vek-
toren folgt, dass ein “invarianter” Ereignisvektor im Prognoseraum selbst
liegt, was auf den ersten Blick nicht unbedingt einleuchtend ist, da Ereignis-
vektoren im Prognoseraum im Allgemeinen wenig verloren haben. Um die
Ergebnisse verstdndlich zu machen bendtigen wir zuerst noch eine weitere
Definition aus dem Reich der dynamischen Systeme.

DEFINITION 4.12. Sei (2,B) ein Messraum und T : Q — ) eine messbare
Abbildung. Ein Ereignis B € B wird invariant (beziiglich T) genannt, falls

T'B = B.

Das System der invarianten Ereignisse bildet nun wieder eine o-Algebra, eine
wichtige Erkenntnis fiir zahlreiche Ergebnisse aus der Ergodentheorie:

LEMMA 4.13. Die Menge T C B aller invarianten FEreignisse ist eine o-
Algebra.

BEWEIS. Siehe [Gra01l|, Lemma 6.3.3, Seite 135. O

Mit diesen Begriffen ausgeriistet setzen wir zunédchst
Iy = {I € Bs | Ty ' T = I},

also Zx; die Unter-o-Algebra der beziiglich des Schiebeoperators invarianten
Ereignisse. Diese wird spéter eine wichtige Rolle spielen, wie sich in diesem
Unterabschnitt bereits andeuten wird.

LEMMA 4.14. Sei g € l,,. Dann
g=0 << VIieIy: g(I)=0.
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BEWEIS. Die Hinrichtung ist trivial. Fiir die andere Richtung nehmen wir
die Existenz eines stationdren Vektors 0 # g € lgys an, so dass g(I) = 0 fiir
alle I € Zs,. Wegen Lemma 4.11 sind dann g*, g~ stationire MaRvektoren.
Ohne Einschrinkung sei g* # 0 (der Fall g~ # 0 wird analog abgehandelt).
Sei weiter Q*, Q™ die Hahn-Zerlegung von g (siche Bemerkung 2.53). Es gilt
also
g~ (Q7) =0und g"(Q") = |lg"[lzv > 0.
Wir setzen nun
= mmaet c |Jgret
n>0m>n n>0
Man kann nun zeigen, dass I+ invariant ist (siehe dafiir [Gra01], S.132/133).
Weiter gilt

g UM <g (UTmh) <) g (15"0)

n>0 n>0
_ L.4.11 _
=) wrg () "= ) g (@) =0
n>0 n>0

sowie

()

g (I") > limsup g (T5"Q") = limsup p"g " (QF) Lat gt (@) >0,
wobei hier (x) aus [Bau90], Korollar 15.3, S.93 (beachte, dass hier gerade die
Ungleichung vertauscht werden muss, siehe den sich anschliefenden Beweis)
folgt. Damit

gI") =g (I")—g (I")=g"(I") >0,
und wir haben eine invariante Menge gefunden, die von g nicht mit Null
belegt wird, ein Widerspruch! O

Damit folgt natiirlich, dass die Gleichheit zweier stationdrer Vektoren aus-
schlieRlich auf den invarianten Mengen iiberpriift werden muss. Diese Tatsa-
che wird uns spéter sehr unter die Arme greifen.

Ein weiteres niitzliches Ergebnis folgt im Anschluss. Die Ereignisvektoren
stationédrer Vektoren beziiglich invarianter Ereignisse sind wieder stationér.
Dariiberhinaus findet man solche Ereignisvektoren unweit der Prognoseriu-
me ihrer Grundvektoren wieder.

LEMMA 4.15. Sei g € lgyr stationdr und I € Ix, ein beziglich des Schie-
beoperators invariantes Ereignis, also also T§1I = I. Dann ist auch g’ ein
stationdrer Vektor, mit anderen Worten

ng' =g

Dariiberhinaus gilt
9" €V,

g' liegt also im Abschluss des Prognoseraums.
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BEWEIS. Der Fall |g|(I) = 0 ist trivial. Fiir |g|(I) > 0 sei a € ¥*. Dann gilt

a) = Zgl(a&) = Z |‘g’|§;/g(aaﬂf)
a€y

a€y

5 oty = LYo
(4.6)
_ HgHTV (T_l((_lﬂf)): HgHTV (_ﬂl)

gl(n e [l
= ‘;3:’5;9(& nD=g'(@

woraus der erste Teil der Behauptung folgt. Fiir den zweiten Teil beachten
wir, dass wir mit Hilfe von Satz 2.71 eine Folge von Zylindervektoren g’
finden, die gegen g’ konvergieren, also

lim |lg™ = g'[lrv = 0.
n—oo
Unter Anwendung von Lemma 3.12 folgt dann

L.3.12
lgr, — g'llrv "= [|ulFrl P — Wl T gl ||

Fr

S5.3.6
< | 1g"™ = gMllev < lg™™ = ¢TIz,

womit wir eine Folge von Vektoren aus dem Prognoseraum gefunden héatten,
die gegen ¢! konvergiert. (]

Oft konzentrieren wir uns auf endlich-dimensionale Vektoren. Da hier der
Abschluss des Prognoseraums mit dem Prognoseraum selbst iibereinstimmt,
erhalten wir

KOROLLAR 4.16. Sei g € lgps endlich-dimensional und stationdr und sei
I € By, ein invariantes Ereignis, also TS;II = I. Dann gilt

g eV, (4.7)

BEWEIS. Folgt aus der Tatsache, dass endlich-dimensionale Unterrdume ei-

nes topologischen Vektorraums abgeschlossen sind und eben Lemma 4.15.
O

Wir wollen abschlieffend bemerken, dass man fiir durch beliebige Ereignisse
bedingte Vektoren, die von endlich-dimensionalen Vektoren herriihren, im-
merhin beweisen kann, dass gewisse “stationidre Grenzvektoren” derselben im
Prognoseraum liegen. Siehe dazu den Abschnitt iiber asymptotische Statio-
naritdt fiir eine genaue Definition dieser Begriffe.

4.2.3. Stationaritit und Kegel. Der fiir Mafivektoren bereits im letz-
ten Kapitel vorgefiihrte (siehe Satz 3.29), von den Prognoseoperatoren inva-
riant gelassene “Prognosekegel” hat fiir stationédre Vektoren g die Figenschaft,
g selbst in seinem Innern zu enthalten:
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SaTz 4.17. Sei g € lsar, g > 0 ein endlich-dimensionaler stationdrer Majs-
vektor. Sei K, der Abschluss von

Cy = cone(tag | a € ¥¥),

also der in Satz 3.29 entwickelte echte Kegel, der von allen Prognoseopera-
toren 15 invariant gelassen wird. Dann gilt

g € Int(Kg)7

wobei fir A C Vy mit Int(A) das Innere beziglich der auf V4 durch ||.||7v
induzierten Teilraumtopologie gemeint sei.

BeEwEIs. Wir wihlen zunéichst (das ist erlaubt, da Echtheit Soliditdt impli-
ziert) einen Vektor

m
h:= Zaﬂajg € Int(Cy) = Int(K,),
j=1
und stellen ihn auf dem Erzeugendensystem mit positiven «; fiir eine Aus-
wahl von Wértern a; dar. Natiirlich ist auch

j=1
wobei A; := {b € %14l |b # a;} das jeweilige Komplement des Wortes a;
bezeichne. Es gilt also
LIS D), T

bexl?il\{a;}
Weiter folgt

1 1
ZEZa]Tajg—{— ZOL]TAQ

[\DIIIH
Ms I

<
Il
-

a;j(7a, 9+ 74,9) Za; > 79 (4.8)

J L pexlal!
1 m

g 2 za]g (33 o
j=1

Die Behauptung folgt nun durch Anwendung des folgenden Lemmas, indem
man dort v = h und v = h setzt, womit man

(% Z aj)g € Int(Ky)
j=1

l\.’)lb—‘
Ms

.

erhélt und damit offensichtlich auch g € Int(kK,). O

LEMMA 4.18. Sei (V,||.||) ein endlich-dimensionaler, normierter K- Vektorraum
(in diesem Sinne fir v1 € V: Uc(v1) := {v € V|||v —v1]| < €}) und G eine
konveze Menge aus V. Seien u,v € V mit u € Int(G),v € G. Dann gilt

Va €]0,1] 1 au+ (1 — a)v € Int(G).
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BEWEIS. Wir finden zunéchst ein ¢ € R, so dass
Ue(u) C G.
Sei nun also « €]0, 1] und w := au + (1 — a)v. Wir behaupten
Uae(w) C G,
woraus die Behauptung folgt. Sei z € Uy(w). Dann gilt u+ 1 (z—w) € Uc(u):

1 1 1 1
—(z—w)—ul| ==z —w)|| = =[]z —w|]| < —ae=¢
at ~ (e = w) —ull = |1z = w)l| = ~lo — wl| < ~ac=e
Weiter gilt
1
alu+—(z-—w)+1l-a)v=au+(z-—w)+(1l-a)v=w+z—-w=z,
a
womit die Behauptung wegen der Konvexitdt von G folgt. (]

Uber die Eigenschaft, im Innern ihres Prognosekegels zu liegen hinaus, ha-
ben es endlich-dimensionale, stationdre Mafvektoren an sich, die anderen
Mafvektoren im Prognosekegel in gewissem Sinne zu dominieren. Belegen
die stationdren Mafivektoren Ereignisse mit Null, so auch alle anderen Pro-
gnosevektoren.

SATZ 4.19. Sei g ein stationdrer Mafvektor und g* € V, ein Mafvektor aus
dem Prognoseraum. Dann mg« << my, d.h. per definitionem

VB e By: my(B)=0 = mg(B)=0.

(Eine solche Beziehung zwischen zwei Maflen hat einen Namen: siehe Defi-
nition B.6 im Anhang im Anhang).

BEWEIS. Sei B € By, und g* € V,; ein Mafvektor mit mg-(B) > 0. Nach De-
finition von V, finden wir unter Beachtung von Lemma 2.49 (g* ist eine Line-
arkombination von Prognosevektoren) ein Wort a € ¥*, so dass m,,4(B) > 0.
Wir identifizieren der einfacheren Schreibweise g mit m, und erhalten (be-
achte wiederum Satz 2.49)

9(B) = u"g(B) = Y 7z9(B)
cexlal (4.9)
> 1a9(B) > 0,

also die Behauptung. O

4.2.4. Stationaritit und Dimension. Die folgenden Ergebnisse kénn-
ten auch als Nachtrag zum Abschnitt iiber charakteristische Ereignisse aus
dem letzten Kapitel betrachtet werden. Wie bereits erwdhnt, dienten die dor-
tigen Bemiihungen der Ergriindung des Zusammenhangs von Stationaritét
und Dimension. Der folgende Satz lieferte den Hinweis, dass eine Existenz
charakteristischer Systeme fiir unendlich-dimensionale Vektoren die Existenz
stationdrer, unendlich-dimensionaler Vektoren ausschliefit. Da die Existenz
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charakteristischer Ereignisse fiir endlich-dimensionale Vektoren leicht bewie-
sen werden kann, bestand die Vermutung, dass es tatsdchlich nur endlich-di-
mensionale stationdre Vektoren geben kann. Dariiberhinaus néhrte die (nai-
ve) Anschauung, dass stationére, also in gewissem Sinne “evolutionsresis-
tente” Vektoren sich auch unter Anwendung der Prognoseoperatoren nur in
begrenztem Ausmafl verdndern wiirden kénnen, die Vermutung. Das Gegen-
teil ist jedoch der Fall, wie hier mit einem Beispiel belegt wird. Zunéchst
jedoch der angesprochene

SATZ 4.20. Sei g ein stationdrer Mafvektor mit einer charakteristischen Ba-
s1s (gi)icr- Dann gilt

dim g < 0.
BEWEIS. Wir nehmen an, es gidbe einen unendlich-dimensionalen statio-

niren Mafvektor mit einer charakteristischen Basis (g;)icr, so dass card(l) =
dim g. Wegen g; € V, finden wir Worter b;,j = 1,...,m und Koeffizienten

@j;, so dass
m
gi = E QijGp,; -
=1

Wegen g;(A;) = 1 finden wir somit ein Wort b € ¥*, so dass m;9(4;) > 0.
Mit Satz 4.19 folgt daher g(A;) > 0. Andererseits finden wir eine endliche
Teilmenge J C I und Koeffizienten o, j € J, so dass

9=">_ 0jg;.
JjeJ
Fiir i ¢ J folgt g(A;) = > ;¢ 5 @;jgi(A;) = 0, ein Widerspruch! O

So weit, so gut. Hier jedoch das (sich nicht eben aufdringende) Beispiel eines
unendlich-dimensionalen, stationdren stochastischen Vektors.

SATZ 4.21. Es gibt einen stationdren, stochastischen Vektor g, so dass
dim g = oo.
BEWEIS. Unser Alphabet sei ¥ = {a,b}. Wir setzen zunichst fiir ¢ :=
ai...a; € Xt
I,(¢) := #{i|a; =a} €{0,....t}
Iie) = #{i|a; =b} €{0,...,t}

Es gilt offensichtlich [,(¢)+1(¢) = |¢| = t. Damit definieren wir einen Vektor
g : 2" — R durch die Vorschrift

Iy(e) _
-\ i 3 Ib(C) 1
o0 = 20 (") i (410

und haben zu zeigen, dass
(a) g ist ein stochastischer Vektor, d.h. 0g = g, ¢(0) = 1 und g(¢) > 0,

(b) g ist stationir, d.h. ug = g, sowie
(c) dimg = oo.
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“ad (a)”: Es gilt

90 = 1°()) g7 =1

Die Gleichung og = g sieht man durch die folgende Rechung ein:

9(7a) + g(cb) =

1y(2) Ip(2)+1

_ Z;(_ni <I"§c)> m + EZ: (-1)° <Ib(c)z- ' 1> m
Sy (e

_ Ibgl( 1)1"1((?_2) - <Ib(éz " 1>)Ia(é) Jlr 1+
+(-1)° <Ib(c> " 1> n+ i +0

_ Ibgl(—l)i‘l(— <Ib§a SAG) i it (Ib(()é)> nt i +0

= g(‘l)i <[b50)> 1.(0) —1k 1+i

— 4(0).

Die Tatsache Ve € £* : 1 > g(¢) > 0 zeigen wir mit folgendem

LEMMA 4.22. Seien m,n € N, m > 0,n > 1. Dann gilt

(D)t

Beweis des Lemmas. Mit vollstindiger Induktion iiber m. Wir setzen
(%) =0 fiir j > 1.

m = 0:
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S
S (s S (D

v (n—1)Im! n!m!
(m+n)! (m+n+1)!
(n = D!m!(m +n+1) — nlm!

(m+n+1)!
(n—Dm!(m+n+1-n)
B (m+n+1)!
_ (n=1Dl(m+1)!
 (mAn+1)!

wobei wir fiir die zweite Gleichung die Beziehung (m+1) = (T) + (le) aus-
geniitzt und eine Indexverschiebung vorgenommen haben. (]

Weiter im Beweis des Satzes. Wir erhalten somit

b e 1
g(e) = Z(—1)2< bz. )>m

=0 (4.12)
1a(0)!1(2)!
= ~ € |0,1
BUGETACES A
und damit das Behauptete.
“ad (b)”: Das sieht man einfach wegen
g(ze) = g(cx) (4.13)
fiir z € {a,b}. Hieraus folgt wegen o(g) =g
9(ac) + g(b0) = g(ea) + g(eb) = g(0) (4.14)

und damit ug = g.

“ad (¢)”> Um die Unendlichkeit der Dimension des Vektors nachzuweisen,
betrachten wir die folgenden quadratischen Matrizen:

g(0)  7ag(D)  Tag(D) ... Tew-19(0)

a Tag(a@ Taag(a Tor—19(a
p | 1@ @) g 9@ | g

9(@™Y) Tag(aP™!) Taag(aP™) ... Te-1g(aPTh)



4.2. STATIONARITAT 99

fiir beliebige Primzahlen p. Wegen 7,:g(a®) = ﬁ nach Definition gilt also
1 L1 1
2 3
111 1
|2 3 1 Pl x
Ay = | . : € RP*P,

11 1 1
p p+l p+2 " 2p—1

Wir zeigen, dass det(A,) # 0, woraus die lineare Unabhéangigkeit je p auf-
einanderfolgender Vektoren 7,-1¢9,t = 1,...,p folgt und weiter wegen der
Existenz unendlich vieler Primzahlen die Behauptung. Wir berechnen die
Determinante von A, nach der Formel

p P
det(Ap) = Z sgn(p) Haip(i) = Z sgn(p) H ma

pES) i=1 pES, i=1

wobei hier mit S, die Menge der Bijektionen auf {1,...,p} gemeint sei, und
sgn(p) € {—1,1} das Signum einer Permutation p € S, bezeichne. Wir
betrachten die Permutation

po: {1l,..p} — A{l,...,p}
] — p—1+1,

die die Indizes {1,...,p} in umgekehrter Reihenfolge anordnet, und stellen
fest, dass fiir das entsprechende Produkt der Elemente der Gegendiagonale
von A, gerade

=1
gilt. Damit
L 1
det(4g) = 3 sqn(p) []
ot St p(i) —1
> o] 1
= sgn(p) S T Sg”(ﬂo)—p
PESp,pFpo i1’ +oli) =1 p
_m 1
=i

wobei wir den ersten Summanden als vollstindig gekiirzten Bruch °* ge-
schrieben haben. Wir stellen dann fest, dass p? nicht n teilt, da keiner der
Nenner der von der Gegendiagonale verschiedenen Elemente von A, von p
geteilt wird. Deshalb sieht man sofort, dass > # i}% und damit die Be-
hauptung. (]

In der Sprache der Stochastiker, es gibt stationéire, stochastische Prozesse
von unendlicher Dimension.

KOROLLAR 4.23. Es gibt einen stochastischen Prozess (Xi)ien, fir den gilt
dim(X;) =00 und e—dim(Xy)=1.



100 4. EVOLUTIONSTHEORIE

BEWEIS. Klar nach Definition und dem vorangehenden Satz 4.21. (]

BEMERKUNG 4.24. An dieser Stelle sei gesagt, dass die Fristenz eines unend-
lich-dimensionalen “ergodischen” (fir eine genaue Definition des Begriffs sie-
he Abschnitt 4.4), stationdren, stochastischen Vektors eine ungeklirte Frage

ist. Fest steht, dass fiir den soeben im Beweis von Satz 4.21 aufgefihrten
Vektor fir alle a € {a,b}" und b € {a,b}*

17ag(b) = Tag(ab) + Tag@)

. (Ip(aab) 1
B pr ( )< i )Ia(aab)+1+z
I, (abb) i
. (I,(abb) 1
* z_; (=1) ( i )Ia(abl_)) + 141
Iy (aab) =
- ; (=1 <Ib((§ab)> Ia(a&l_))1+ 14
I (bab) -
[ Iy(bab) 1
+ (—1)" . —
ZZ:; < 7 >Ia(bab)+1+z

gilt, mit anderen Worten, dassV, C l,,. Dieser Prozess ist demnach in gewis-
sem Sinne “total unergodisch”, wenn man sich an dieser Stelle provisorisch
vorstellt, dass die Ergodizitit eines Vektors durch die Eigenschaft charakte-
risiert ist, dass im Prognoseraum nur ein Figenvektor von u zum FEigenwert
1 zu finden ist.

4.2.5. Fortsetzung zu stationiiren Vektoren. Dieser Abschnitt ent-
hélt einige elementare Erkenntnisse iiber die Fortsetzung von Vektoren zu
stationdren Vektoren. Diese haben bei der Konstruktion des unendlich-di-
mensionalen stationdren Vektors im vorangehenden Abschnitt geholfen und
kénnen unter Umstdnden bei der Konstruktion weiterer Beispiele dienen bzw.
deren Existenz widerlegen helfen. In diesem Abschnitt immer

Y ={a,b}
und weiter (zur Erinnerung)
Yr={a=aj..a,|a =a}

(analog sei 3} definiert). Die hier erzielten Ergebnisse lassen sich sicherlich
leicht auf endliche Alphabete beliebiger Grofe verallgemeinern.
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Interessant mag an diesem Kapitel erscheinen, dass sich mit Hilfe seiner
Ergebnisse Schitzungen zur Anzahl der frei wihlbaren Parameter endlich--
dimensionaler, stationidrer Prozesse anstellen lassen kénnten. Wie die nach-
folgende Proposition zeigt, reicht es bereits, nur die Hélfte eines stationédren
Prozesses zu kennen, um ihn genau bestimmen zu kdnnen.

PROPOSITION 4.25. Sei g : ¥} — R ein Vektor, fir den g(aa) + g(ab) =
g(a) fir alle a € 37 gilt. Sei C € R. Dann ldsst sich g eindeutig zu einem
stationdren Vektor

g: X" —R

fortsetzen, fir den 0g = g und g(O) = C gilt.
BEWEIS. Wir konstruieren g rekursiv iiber die Formeln

§(0) = C (4.15)

gba) = g(a)— g(aa). (4.16)
Dass der so erhaltene Vektor stationdr ist und g fortsetzt, ist klar. Die Ein-
deutigkeit und o(j) = § zeigen wir nun mit Induktion iiber Xt.
t = 1: Die Eindeutigkeit ist klar wegen g(b) = C' — g(a). Wegen

og(b) = g(ba) + g(bb)

= 9(a) — g(aa) + §(b) — g(ab) 417
= g(a) — g(aa) + (C — g(a)) — g(ab) t
L0~ gla) = C —§(a) = §(b)

gilt ogls = g|s.

t — t + 1: Nehmen wir an, § sei auf X! nicht eindeutig, so folgt aus der

Eindeutigkeit iiber ¥, dass ein a € X! existiert, so dass §(ba) # §(a)—g(aa),
was ein Widerspruch zur Stationaritit von § ist. Sei nun @ € Xf. Dann folgt

og(ba) = g(baa) + g(bab)
= §(aa) - §(aaa) + §(ab) — §(aah)
1 (@) — g(aa)

was zu zeigen war. O

(4.18)

KOROLLAR 4.26. Ein stationdrer Mafvektor g iber dem Alphabet ¥ = {a,b}
ist durch die Angabe von 7,9 eindeutig bestimmit.

KOROLLAR 4.27. In einem stationdren Prozess gilt

t—1

g(v'a) = g(a) — 3 glab'a).

1=0
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BEWEIS. Vollstandige Induktion zusammen mit der Konstruktionsregel aus
Proposition 4.25. (]

Wir entréatseln an dieser Stelle das Geheimnis der Existenz eines gemeinsa-
men Fixpunkts des stochastischen Operators und des Evolutionsoperators,
der nicht in /7y enthalten:

BEISPIEL 4.28. Wir betrachten erneut den in Beispiel 2.57 definierten Vektor
g : X" — R und seine Einschrinkung g|s:. Natiirlich erfillt g|s: die Anfor-
derungen von Proposition 4.25 und ldsst sich damit zu einem stationdren
Vektor g fortsetzen, so dass g|s: = g|s:. Weiterhin gilt

g(a') = gls; (a") = gls; (a') = g(a’) = ¢,
woraus g & lpy folgt. Damit folgt
lw € lo N {g: 5" > R|ug =g}

Natiirlich 1dsst sich nicht jeder “halbe” Vektor zu einem stationdren Mafvek-
tor fortsetzen. Dazu bemerken wir, dass der in Proposition 4.25 resultierende
Vektor ¢ nicht unbedingt ein Mafivektor sein muss, da nicht garantiert ist,
dass § > 0. Welchen Anspriichen ein “halber” Vektor gerecht werden muss,
um ein echter Mafvektor werden zu kénnen, das sagt die folgende

PROPOSITION 4.29. Ein Vektor g : ¥ — R ldsst sich genau dann zu einem
stationdren, stochastischen Vektor g : X" — R fortsetzen, falls die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(1) YaeXi: g(aa)+ g(ab) = g(a), (4.19)

(1i) VYaeX!: 0<g(a) <1, (4.20)

(i) Vaexy: Y glab'a) < g(a). (4.21)
t>0

BEWEIS. “«<=": Es gelten (i), (¢) und (éii). Gem&f Proposition 4.25 lasst
sich g auf eindeutige Art und Weise zu einem stationdren Vektor mit g(d) =
1 fortsetzen, den wir ebenfalls mit g bezeichnen und fiir den o0g = g. Es
bleibt zu zeigen, dass dieser ein stochastischer Vektor ist.

Sei dazu a € ;. Dann ist 0 < g(a) < 1 zu zeigen. Schreibt man a = b'c
mit ¢ € X7, so folgt wegen Korollar 4.27 g(a) = g(¢) — Zg;é g(ab'é), woraus
mit (iii) die Behauptung folgt.

“—": Dass (i) und (i7) notwendig sind, sieht man unmmittelbar. (ii:) folgt
wiederum aus Korollar 4.27. O

PROPOSITION 4.30. Sei g ein stationdrer, stochastischer Vektor. Dann gilt:
vae St \{b'|teN}: D glab'a) = g(a).
t>0
BEWEIS. Mit Korollar 4.27 ist
lim g(b'a) =0

t—o00
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zu zeigen. Dies folgt aus
g(b'a) < g(b') — g(v*1)

und daraus, dass (g(b'))sen eine konvergente Folge ist. O

4.3. Evolutionssummierbarkeit

In diesem Abschnitt fiilhren wir den Begriff der Evolutionsummierbar-
keit signierter Mafivektoren ein. Evolutionssummierbarkeit eines signierten
Mafivektors bedeutet gerade, dass die Cesaro-Mittel unter der Anwendung
des Evolutionsoperators konvergieren. Das bedeutet anschaulich z.B., dass
Héufigkeiten von Wortern eines sich im Laufe der Zeit entwickelnden evolu-
tionssummierbaren, stochastischen Vektors konvergieren, eine fiir einen sto-
chastischen Prozess giinstige Eigenschaft, wie unmittelbar einsichtig ist.

Die Motivation dieses Begriffs liegt wiederum in der Theorie der dyna-
mischen Systeme begraben. Tatséchlich erweisen sich evolutionssummierbare
stochastische Vektoren gerade als die Pendants der im Mittel asymptotisch
stationdren stochastischen Prozesse. Der Begriff der asymptotischen Statio-
naritdt im Mittel ist deshalb zentral, weil diese Figenschaft dquivalent dazu
ist, dass die Messwerte, die entlang von Sequenzen genommen werden, im
Mittel konvergieren (das ist die Aussage des beriihmten Ergodensatzes von
Birkhoff, siehe Abschnitt 4.4, Satz 4.59. In einfachen Worten: Relative Hau-
figkeiten, die mit Hilfe von Auszdhlmethoden entlang einer Sequenz, die von
einem AMS-Prozess herriihrt, erhoben werden, konvergieren. Das ist na-
tiirlich wiederum notwendige Voraussetzung, will man auf Eigenschaften des
stochastischen Prozesses aus einzelnen von ihm erzeugten Sequenzen riick-
schlieffen.

Eine der Haupterkenntnisse dieses Abschnitts ist nun, dass endlich-di-
mensionale Prozesse evolutionssummierbar sind. Der Beweis dazu ist nach
den getanen Vorarbeiten ebenso kurz wie einfach. Bislang existierende Be-
weise, dass zum Beispiel Hidden Markov Prozesse asymptotisch stationar im
Mittel sind, sind ungleich viel komplizierter, siche dazu [EMO02], [KR81].

4.3.1. Einfiihrung. Wir starten mit den Definitionen, die Gegenstand
der sich anschliefenden Diskussionen sein werden.

DEFINITION 4.31. Wir nennen einen Vektor g € l;y  wort- oder punkt-
weise evolutionssummierbar oder kurz PES, falls

n—1
1 .
39 € loo,Va € ¥* ¢ lim — E pg(a) = g(a), (4.22)
n—oo M P
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mit anderen Worten, falls die Folge (+ E?:_Ol 19 nen “wortweise” gegen einen
Vektor g konvergiert. Gilt dariberhinaus
1 n—1 ' 1 n—1 '
. i _ . i =

Y}Lngoniz_;ug—g@nlfgol\n;ug gllrv =0, (4.23)
(also Konvergenz im Sinne der Norm der totalen Variation, es folgt natir-
lich g € lpy ) so nennen wir den Vektor g evolutionssummierbar oder kurz
ES. Wir nennen Vektoren g € l7y dariberhinaus wortweise evolutions-
konvergent bzw. evolutionskonvergent, falls die Folgen p"g punktweise
bzw. in Norm gegen einen Vektor g konvergieren.

Natiirlich sind (wortweise) evolutionskonvergente Vektoren auch (P)ES-Vek-
toren. Der Fall evolutionskonvergenter Vektoren entspricht in der Welt der
stochastischen Prozesse gerade den asymptotisch stationdren Prozessen und
ist meist nicht von speziellem Belang. Die meisten Ergebnisse werden sich
auf (P)ES-Vektoren beziehen. Wir starten also damit, einfache Eigenschaf-
ten von PES-Vektoren zu bemerken.

PROPOSITION 4.32. Der Grenzvektor g eines PES-Vektors ist ein stationdrer
Vektor, mit anderen Worten, der durch g beschriebene stochastische Prozess
ist stationdr.

BEWEIS. Die Behauptung folgt aus nachstehender Rechnung:

pg(@) = glaa) =) lim g(aa)

aEY acy
= Jiny 3 gnfaa) =l gn(a)
acXl
e 1 (4.24)
BT - i+l (=) 1 _ tom =N o
_Jgﬂonz;“ g(a) = lim gn(a) + n(u g(a) —g(a))
P
—0
= g(a).
O

Das berechtigt zu folgender

DEFINITION 4.33. Wir nennen den Limesvektor g eines PES-Vektors g, also
Va € ¥*: ga) = limy, o 1/n Z?:_Ol p'g(a) auch den stationiiren Grenz-
vektor von g.

Den Zusammenhang von ES-Vektoren und stationdren Vektoren kann man
noch in einem anderen Licht sehen. Dazu betrachten wir zunichst die fol-
gende

DEFINITION 4.34. Wir bezeichnen mit lps C lgpys den Vektorraum der
ES-Vektoren sind.
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Wir bemerken dann, dass ES-Vektoren durch eine lineare Abbildung auf den
Raum der stationdren Vektoren abgebildet werden kann. Diese lineare Ab-
bildung wird sich als Projektion erweisen.

PROPOSITION 4.35. Definiert man

1n—l
_ 1 i
fim n;u,

so gilt natirlich, dass lim, .o pn(g) ezistiert fir alle g € lpg. Sei weiter
l, Clgs der lineare Unterraum der stationdren Vektoren. Wir setzen dann

g lgs — lu

g —  limpeo png.
Das so definierte [i ist eine lineare Abbildung, fir die ||| < 1 gilt. Wegen
[% = [i ist diese lineare Abbildung eine Projektion.

BEWEIS. Fiir den Beweis betrachten wir nachstehende Folgerung aus dem
Prinzip der gleichméfigen Beschrénktheit, die sich in [M'V92] nachlesen
lasst:

LEMMA 4.36. Seien E ein Banachraum und (A, )nen eine Folge von stetigen,
linearen Abbildungen A, : E — E. Es gelte

(a) sup,e |[An|| < oo,
(b) Va € E : (Apx)nen ist eine Cauchy-Folge.

Dann ist (Apx)nen konvergent fir alle x € E und durch
A: E — E
z —  lim, o Anz
wird eine stetige, lineare Abbildung definiert mit ||A|| < sup,en ||An]|-
BEWEIS. Vereinfachte Aussage von [M'V92], Lemma 8.14. O

Nun zum Beweis von Proposition 4.35: Wir setzen fiir A,, in Lemma 4.36
L ein. Wegen

1n—l ' 1n—l '
sup |[un|| = sup||= > p'[| <sup— Pl =1
neNH nl| neNHn; I neNn;H I

folgt damit das Behauptete. Fiir einen stationdren Vektor g gilt dann offen-
sichtlich jig = g, woraus folgt, dass i« eine Projektion ist. (I

Wir bemerken an dieser Stelle eine wichtige Kleinigkeit, die an spaterer Stel-
le (in der Theorie der ergodischen Vektoren) zur Anwendung kommen wird.

BEMERKUNG 4.37. Ist I € By, ein beziiglich des Schiebeoperators invariantes
Ereignis, d.h. Ty I = I, so offensichtlich my(I) = my(T~ ) = m,,(I).
Deshalb auch

mg(I) = mpg(I)
fiir einen ES-Vektor g.
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Der Raum der stationéren Vektoren erwies sich als abgeschlossen, ebenso ist
dies der Raum der ES-Vektoren, eine Erkenntnis, die sich spéter als hilfreich
erweist.

SATz 4.38. lgg ist abgeschlossen.

BEWEIS. Sei (gx)ken eine Folge von ES-Vektoren, die gegen einen Vektor g*
konvergieren, mit anderen Worten

lim ||gx — g"||rv = 0. (4.25)
k—o0
Sei p, wie in Proposition 4.35 definiert. Die p,gr konvergieren gleichméfig
in n gegen ,g*:
. . Prop.4.35 .
pingr = png"|lrv < lpnllrv - llge — g llov - < g — g%llrv. (4.26)
Wir betrachten nun die Folge (fig*)ren. Wegen

Prop.4

.4.35
|Gk, — Bgrsllrv < 1Al - gk, — grollTv < Mgk — gkollTy (4.27)

ist (figx) eine Cauchy-Folge in [,, also einem abgeschlossenen Unterraum
(siehe Korollar 4.10) eines Banachraums und konvergiert daher gegen einen
Vektor g* € 1,,.

Wir zeigen nun, dass die Folge der u,,g* ebenfalls gegen g* konvergiert, womit
wir am Ziel wiren. Sei also ¢ € R*. Dann finden wir mit (4.26) ein K; € N,
so dass

Yn e NVE > K1t |lpnge — png”|| < % (4.28)
Wir finden mit Gleichung (4.27) weiter ein Ky € N, so dass
. €
Vk = Ky lpgr = gllrv < 3. (4.29)

Zuletzt finden wir fiir Ky := max{K;, K2}, da gg, ein ES-Vektor ist, ein
Ny € N| so dass
€

. (4.30)

Vn > No: ||pngre — BgKollTv <
Insgesamt erhalten wir fiir alle n > Ny

ng™ — G*|lv = |lng™ — 9K, + BngKe — R9K, + B9K, — G ||TV

< ||1UJTL9* - MngKOHTV + ||:UJYL9K0 - ,agKoHTV + ||,L_LgK0 - g*HTV (4_31)

(4.28),(4.29),(4.30) € €

€
§+§+§—€.
U

4.3.2. Evolutionssummierbarkeit und asymptotische Stationa-
ritdt im Mittel. Wir zeigen nun die Zusammenhénge unserer Definitio-
nen mit den schon angesprochenen Begriffen der Theorie der dynamischen
Systeme auf. Dies wird auf einen Vergleich der in Unterabschnitt 2.3.4 an-
gegebenen Konvergenzbegriffe hinauslaufen und daher hier nicht im Detail
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aufgerollt werden. Wir beginnen mit der folgenden, bereits erwdhnten, fun-
damentalen Definition aus der Welt der dynamischen Systeme.

DEFINITION 4.39. FEin dynamisches System (2,8, m,T) wird asymptotisch
stationdr im Mittel oder schlicht AMS genannt, falls

1 n—1 .
VBeB: lim — Z m(T™'B) =: m(B) ezistiert.
n—oo n s

DEFINITION/BEMERKUNG 4.40. Nach dem Satz von Vitali-Hahn-Saks (sie-
he [Gra01], Lemma 6.2.2, Seiten 128-131) ist die so definierte Funktion m
auf der o-Algebra B ein Wahrscheinlichkeitsmaj. Man sieht auf einfache Art
und Weise ein, dass es sich um ein beziiglich T stationdres Maf handelt. Wir
nennen m auch stationdres Grenzmafl.

Der nachfolgende Satz zeigt nun, dass sich die Begriffe der Evolutionssum-
mierbarkeit und der asymptotischen Stationaritdt im Mittel gerade entspre-
chen. Da die Eigenschaft der asymptotischen Stationaritit im Mittel eine
wichtige Grundlage fiir etliche weitere wichtige asymptotische Eigenschaften
dynamischer Systeme bzw. stochastischer Prozesse ist, ist die Begriffsbildung
der Evolutionssummierbarkeit damit natiirlich umfassend gerechtfertigt.

SATz 4.41. Ist g Maflvektor, so sind die beiden folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(a) g ist ein ES-Vektor.
(b) Das zu g assoziierte dynamische System (s, Bs, mg, Tq) ist AMS.

Der BEWEIS allerdings bendtigt eine Menge mehr Apparatur aus der Mag-
theorie als der Text an dieser Stelle vertriagt. Er ist daher in Appendix B
zu finden. Wir wollen an dieser Stelle nur erwidhnen, dass Aussage (a) gera-
de besagt, dass die involvierte Folge von Mafen schwach Skorokhod gegen
das stationdre Grenzmaf konvergiert, wohingegen Aussage (b) starke Kon-
vergenz ausdriickt. Die Implikation (a) = (b) ist daher trivial, sieche Korollar
2.65. O

Eines steht jedoch fest: Es gibt PES-Vektoren, deren dynamische Syste-
me nicht AMS (und damit natiirlich nicht ES) sind, wie das folgende Beispiel
belegen wird. Dabei kann man den PES-Vektor sogar stochastisch wéhlen.

BEISPIEL 4.42. Wir betrachten den stochastischen Vektor g des stochasti-
schen Prozesses tiber dem Alphabet ¥ = {a,b}, der mit Wahrscheinlichkeit 1
die Sequenz

ababbabbbabbbbabbbbba---ab---ba b---b
— ——

n—mal (n+1)—mal
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erzeugt. Wir zeigen, dass g PES ist, aber das induzierte Prozessmaf$ my nicht
AMS ist. Dazu setzen wir

g: X — R
5 1 b=10b" fireinn
0 sonst

und zeigen, dass g der stationdre Grenzvektor des obenstehenden Prozesses
ist, was intuitiv véllig klar ist, nichtsdestotrotz technische Schwierigkeiten
mit sich bringt. Dazu sei b = b" fiir ein n € N. Betrachten wir die Folge
(utg(b))ien, so ergibt sich folgendes Bild:

o0---o0 1 0---0 11 0---0 111 Q---0 1111---,
—— —— N—— N——"

n(n+3) n—meal n—mal n—mal
(—5—-1)

—mal

woraus sofort klar wird, dass

n—1
1 _
lim — E pltg(b) =1

ist. Daher folgt, dass g PES ist. Wir setzen weiter B := Qy \ {bbbbb...}, also
B das Element der o-Algebra, das alle Sequenzen enthdlt bis auf die, die nur
aus b’s besteht. Dann gilt fir allet € N: m ;. ,(B) = 1, aber mg(B) = 0.

Dabher gilt fiir g, := % Z?:_ol p'g
lim myg, (B) =1 # 0 = mg(B).

4.3.3. Asymptotische Stationaritit und Dimension. Es ist ein-
fach einzusehen, dass der zuletzt aufgefithrte Prozess unendlich-dimensional,
mehr noch von unendlicher Evolutionsdimension ist. Dass dies fiir einen Vek-
tor, der nicht evolutionssummierbar ist, notwendigerweise der Fall ist, wird
das folgende (zentrale) Ergebnis zeigen. Vektoren von endlicher Evolutions-
dimension (und damit natiirlich auch endlicher Dimension) sind immer evo-
lutionssummierbar. Das zeigt der folgende Satz, der nach getaner Vorarbeit
einfach zu beweisen ist.

SATZ 4.43. Sei g € lpy mit edim(g) < co. Dann ist g ein ES-Vektor.
BEWEIS. Wegen Satz 3.8 ist auch

€y — &y,
also die Einschrankung von g auf den Evolutionsraum von g stabil. Aus
dim &; = edim(g) < oo folgt mit Satz 10.14 und der Aquivalenz von Nor-
men, dass die Folge ¢, = %Z?:_ol utg in Norm gegen g konvergiert, mit
anderen Worten, ¢ ist ein ES-Vektor. (]

Der Vollstandigkeit halber bleibt die Frage zu beantworten, ob es stochasti-
sche Prozesse gibt, die sowohl von unendlicher Evolutionsdimension als auch
ES sind. Tatsdchlich gibt es solche Prozesse, wie das folgende Beispiel de-
monstriert.
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SaTz 4.44. Es gibt einen stochastischen ES-Vektor g mit
edim g = oo.

BEWEIS. Sei ¥ = {a,b} und p €]0,1]. Wir betrachten dann den folgenden
rekursiv definierten Vektor

g: ¥ — R
1 a=0
a = p‘BH_lg(E) @ = ba fiir ein b € 2* .
(1 — pP+1)g(B) @ = bb fiir ein b € =*

Es gilt z.B. g(abab) = p(1 — p?)p?(1 — p*). g ist offensichtlich ein stochas-
tischer Vektor. Wir bemerken, dass g einen stochastischen Prozess (X )en
mit Werten in 3 = {a, b} kodiert, fiir den (fiir die folgenden Bezeichnungen
siehe Definition 2.25 und den Folgetext)

P(X; ' ({a})) =p"*!
und weiter
P = arar) = POX5 " ({far})) x - x POX, ({ar})

gilt, d.h. die durch die X; induzierten Verteilungen sind unabhéngig. Wir
behaupten, dass g die Anforderungen des Satzes erfiillt.

Zur Vorbereitung des Beweises behaupten wir, dass (a € ¥*)

1 a=10
pFg(a) = { plblHE+lgp) a = ba fiir ein b € X
(1 — pltl+*+1g(B) @ = bb fiir ein b €

gilt. Wir zeigen dies mit vollstdndiger Induktion iiber k € N, wobei der An-
fang (k = 0) mit der Definiton von g bereits erledigt ist. Fiir den Induktions-
schritt sei & > 0. Wir sehen zunichst ein, dass p**1g(0) = 1, da u**+'g ein
stochastischer Vektor ist (siehe dazu Korollar 3.7). Fiir a € X+ = ¥* \ {O},
so dass @ = bz mit b € ¥* und = € ¥ rechnen wir dann

ptg(a) = ppg(bx) = p* (abx) + p* (bbe)

v [plHE L (ukg(ab) + WFg(0h)  z=a
(1 — plobTR 1) (i g (ab) + pFg(bb)) = =1b

_ PO kg ) z=a

- (1 —p|b|+(k+1)+1)uk+1g(6) r=b"

woraus die Zwischenbehauptung folgt.
Wir zeigen nun, dass edim g = oo gilt. Dafiir bemerken wir, dass wir mit der
obigen Zwischenbehauptung einfach auf die Gleichung (k,: € N)

1Fg(al) = pri=(k+t)

schliefen konnen.
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Wir setzen a;j, == pF1 g(a®) fiir k,i > 1 und betrachten dann die Matri-
zen

+ + n+n-+
D P P
Ay = (@ik)1<ik<n = : : . : e R™™.
p1+...‘+n—l p2+j..+n . pn+.--‘-i-2n—1
Es gilt
n
det(A,) = [ JI & -»)#0,
denn induktiv
1 P pn—l
n 1 p2 p2(n—1)
det(A,) = Hp2"_1det .
iy : :
1 pn pn(n—l)

und die Determinante auf der rechten Seite ergibt die Vandermonde’sche
Zahl
A(p,p2, ’pn) = IT(pZ _p])7
1<j
womit die Behauptung bewiesen ware. Daher folgt, dass die je n stochasti-
schen Vektoren g, ug..., u" 'g linear unabhingig sind und damit edim g =
00.

Wir definieren nun g durch

1 fiir a = plal

g(a) = { (4.32)

0 sonst.
und wir beweisen (g, := u"g), dass
lim ||gn — gllTv =0,
n—oo

was mit untenstehendem Lemma 4.46 aufzeigt, dass g ein ES-Vektor ist und
damit den Rest der Behauptung. Sei also ¢t € N, dann gilt

Z lgn(a) —g(@)| =1 - gn(bt) + Z gn(@). (4.33)

aext aext\{bt}

Wir haben demmnach zu zeigen, dass g,(b') gegen 1 konvergiert, und das
gleichméfig in ¢. Dazu zeigen wir, dass

1 n+1
log < L

gn (b)) = (1 —p)¥’

(4.34)

denn daraus folgt natiirlich
n+1

12 g, (0) > (exp( L))" — 1

(1 — p) n—o0

und damit die Behauptung. Zum Beweis von Gleichung 4.34 betrachten wir
zunéchst folgendes
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LEMMA 4.45. Sei 1 <r € R. Dann gilt
1
r—1°

(Mit log sei der natiirliche Logarithmus gemeint.)

log(r) —log(r — 1) < (4.35)

Beweis des Lemmas: Mit dem Mittelwertsatz folgt die Existenz eines £ €
[r —1,7], so dass

log(r) —log(r — 1)

log(r) —log(r — 1) = P p—

1
= (log)'(§) = —-
£
Wegen & > r — 1 folgt % %1 und damit die Behauptung. O

Weiter im Beweis des Satzes: Nun folgt

t t

1 1 1/p l+n
log —— =1 —
¢ N " (4.35)
= log((1/p)"™™) = log((1/p)!*" —1) < Z l+n
- = (/P =

l+n

t
<> i
=1
t
—p)Y Pt =1 —pp ) P!
=1

l+n

n+1
e —
(1-p)
(4.36)
und damit die Behauptung. (]

Im Beweis waren wir das folgende Lemma schuldig geblieben:

LEMMA 4.46. Sei (gn)nen eine Folge von Vektoren aus lry, die in Norm
gegen einen Vektor g konvergieren, d.h.

lim ||g, — g||7v = 0.
n—oo
Dann konvergiert auch die Folge (g, := %Z?:_ol 9i)nen in Norm gegen g.

BEWEIS. Das folgt aus der Abschéitzung
1 n—1 1 n—1 1 n—1
HEZQ@'_QHT\/ HEZQZ‘_EZQHTV
i=0 i=0 i=0

1 n—1
- > llgi = gllrv
i=0

mit dem nachstehenden elementaren Satz von Cesaro/Cauchy. U

(4.37)

IN
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LEMMA 4.47 (Satz von Cesaro/Cauchy). Sei (a,)nen eine konvergente Folge
reeller Zahlen, und sei a := lim, ey a,. Dann gilt

n—1

lim — E a; = a.
n—oo n
i=0

Die Folge der arithmetischen Mittel einer konvergenten Folge konvergiert
gegen denselben Grenzwert wie die Folge selbst.

BEWEIS. Siehe [Heu86], S. 177, 27.1. O

4.3.4. Bedingte Wahrscheinlichkeiten. In diesem Abschnitt zeigen
wir, dass sich die Eigenschaft der Evolutionssummierbarkeit auf Ereignis-
vektoren unter gewissen Voraussetzungen iibertrdagt. Wir mochten an die-
ser Stelle darauf hinweisen, dass man unter Zuhilfenahme des spéter zitier-
ten Ergodensatzes von Birkhoff 4.59 die unten angefiihrten Resultate im
Sprachrahmen der dynamischen Systeme in “starker Konvergenz” und damit
unter Beriicksichtigung von Satz 4.41 auch fiir ES-Vektoren erhilt, siehe da-
zu Bemerkung 4.49 weiter unten. Wir versuchen an dieser Stelle wie auch im
Folgenden eine nicht auf starke Sédtze angewiesene Mathematik zu betreiben.
In diesem Sinne hier ein paar Sdtze, die allein mit unserem Modell erzielt
wurden.

SATZ 4.48. Sei g ein stochastischer ES-Vektor und B ein invariantes (TS;IB =
B) Ereignis mit |g|(B) > 0. Dann ist auch g® ein ES-Vektor.

BEWEIS. Sei ¢ € R*. Setze g, := 1/n Z?:_ol u'g. Da die g, nach Voraus-

setzung eine Cauchy-Folge bilden, findet man ein Ny € N, so dass fiir alle
n,m > Ny:

g|(B
llgn — gmllTv < ME.
2|lgllTv
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Damit folgt fiir n, m > Ny mit Satz 2.63

1n—1 ' m—1 .
=D u'g” ——ZMZQBHTV_Q sup \—Zu Z/ﬂgB(A)I
=0 =0 =0

nl m—1

glltv =i 1 —
=2 sup LN a0 ) - Y g1y AN B)

At 19](B) P

2

—_

n—1

=0

lgllrv 1 - 1 —i —i
=2 sup =Y g(To"ANT,'B) — — 9g(TG"ANTH'B)|
35 Tgi(By I 29 m 2 9ta A g

3

1=0
lgllrv 15 S
TV >, —i
—2 sup |—Zg<TQZ<AnB>>—— 9(T5* (AN B))
AeBy |9l(B) 'n = m =
lgllrv 15 S
TV i
=2 sup pwg(ANB) — — w'g(ANn B)|
AEBZ |g| z; m ZZ:;
lgllrv 1 = 13
TV ; ;
<2 sup |— pyg(A) —— > p'g(A)
a2 - 3
2|lgllrv
< 9n — gmllTV <€
(4.38)
Die L Z? B bilden somit eine Cauchy-Folge und konvergieren deshalb
gemaf?, Satz (]

BEMERKUNG 4.49. Wie schon oben angerissen eribrigen sich obige Arbei-
ten, bringt man den FErgodensatz von Birkhoff 4.59 ins Spiel. Fine einfache
Folgerung desselben ist ndamlich, dass fir ein AMS-Wahrscheinlichkeitsmafl
m und ein Ereignis B auch m® ein AMS-Wahrscheinlichkeitsmaff ist (wo-
bei mP(A) := m(A|B) definiert sein soll). In Hinblick auf Satz 4.41 werden
die obigen Arbeiten dann hinfdllig. Nach wie vor glaubt der Autor jedoch an
einen elementaren Beweis, dass g® fiir beliebige Ereignisse B ein ES-Vektor
ist, gegeben g ist ein ES-Vektor. Dazu bemerke man, dass es reichte,

T.(lgs) C lgs

fiir die Prognoseoperatoren 7, zu zeigen. Die Anwendungen von Lemma 3.12
und des Approximationssatzes 2.71 fihrten dann zum Ziel.

Fiir endlich-dimensionale ¢’s ist es uns zumindest bereits gelungen, die Aus-
sage zu erhalten - eben ohne Ergodensatz von Birkhoff. Im Falle endlich-di-
mensionaler Vektoren ¢ sind die dazu assoziierten Ereignisvektoren ¢” evo-
lutionssummierbar.

SATZ 4.50. Sei g € lgys ein endlich-dimensionaler Vektor und B € By, ein
beliebiges Ereignis mit |g|(B) > 0. Dann ist g ein ES-Vektor und es gilt
1 n—1
lzmn_mﬁ z;uzg €V
1=
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BEWEIS. Wir bemerken, dass die Behauptung fiir eine Zylindermenge Z(B)
einfach zu zeigen ist. Dazu sei ¢ := |B|, dann gilt nach 3.12

p'g® =gp €V,

Damit ist g” von endlicher Evolutionsdimension und wegen Satz 4.43 ein
ES-Vektor. Offensichtlich gilt noch

ﬂgB = igp € V.

Sei nun B € By beliebig. Geméh des Approximationssatzes fiir Vektoren
2.71 wahlen wir eine Folge von Zylindermengen mit

lim g% = ¢B. (4.39)

Da, x5 abgeschlossen ist (Satz 4.38), folgt, dass g” ein ES-Vektor ist. Weiter
wegen der Stetigkeit von i (siehe Proposition 4.35)

lim ig" = fig”
n—oo
und damit wegen fig? € V, fiir alle 7 die Behauptung. O

Der sich anschlieflende Satz zeigt einen Weg auf, wie der Grenzvektor von
gP praktisch gefunden werden kann, indem man ihn durch Vektoren aus V,
approximiert.

SaTz 4.51. Sei g € lgpr. Sei B mit |g|(B) > 0 ein Ereignis, so dass der

Limes
n—1

: 1 i B
him Jim 52w

(in Norm) ezistiert. Wdhit man eine Folge von Zylindermengen (B;)icN, S0
dass |B;| =i und
Tim [|g® — ¢”||7v = 0, (4.40)

so gilt

1 n—1
nh—>HoloEZgBi =h eV,
i=0
BEwEIs. Wir setzen
1 n—1 1 n—1
Ap = ||— . — igB
n Hn;g& n;ug JER%

und zeigen lim,, o a, = 0. Daraus folgt die Behauptung. Dann gilt

1 n—1 1 n—1 ' 1 n—1 ' 1 n—1 '
an=11=> g5 =~ wg"llrv == w'g® == uo"|lrv
i=0 i=0 i=0 i=0

S R |
<= g™ —u'gPllrv < =3 lWllrvlle™ - gF|lrv (4.41)
=0 =0
Satz3.6 1 V2

s > g% = gPllrv,
i=0
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woraus wegen (4.40) mit der zusétzlichen Hilfe von Lemma 4.46 die Behaup-
tung folgt. (|

KOROLLAR 4.52. Sei g ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor und
(By) eine Folge von Zylindermengen, so dass es eine Menge B € By gibt
mit g(B) # 0 und limy_o, g(Br 2\ B) = 0. Dann konvergiert die Folge der
Vektoren L 3770 gp, .

BEWEIS. Das ist eine offensichtliche Folgerung aus den Satzen 4.43 und
4.48. O

4.4. Ergodizitit

Dieser Abschnitt fiithrt den Begriff des “ergodischen Vektors” ein. Dabei
sind ergodische Vektoren so konzipiert, dass stochastische ergodische Vek-
toren gerade mit den ergodischen stochastischen Prozessen korrespondieren.
In den meisten fiir uns wichtigen Fallen ldsst sich Ergodizitdt dann gewis-
sermafien als Eindeutigkeit des stationdren Grenzmafes fiir alle Elemente
des Prognoseraums gedeutet werden. Vor allem im Falle endlich-dimensio-
naler Vektoren ldsst sich dies besonders klar formulieren. Diese Formulierung
wiederum erlaubt die Einsicht der sich im folgenden Kapitel anschliefenden
“ergodischen Zerlegung” endlich-dimensionaler Vektoren.

4.4.1. Einfiihrung und Motivation. Als Einleitung erkldren wir den
aus der Welt der dynamischen Systeme stammenden Begriff der Ergodizitét.
Dieser zentrale, namensstiftende Begriff kann als Begriff der Ergodentheorie
schlechthin gewertet werden. Ergodische dynamische Systeme haben be-
sonders schéne Eigenschaften, was die Konvergenz von Auszdhlstatistiken
“entlang” von Sequenzen betrifft.

Dazu wollen wir als Erstes den ebenfalls wichtigen Begriff der ergodi-
schen Eigenschaften eines dynamischen Systems beziiglich einer messbaren
Funktion f : 2 — R vorstellen.

DEFINITION 4.53. Sei (2, B,m,T) ein dynamisches System und f eine mess-
bare Funktion auf Q). Man sagt, dass das dynamische System die ergodische
Eigenschaft beziiglich f hat, falls

1 n—1
P i
Jm 5 2 T(T)
1=

fast tberall existiert, mit anderen Worten

n—1

m(fw | lim 13" F(T) er)) = m(©),
=0

was wiederum bedeutet, dass die Menge der Sequenzen, fiir die eine solche
Konvergenz nicht gegeben ist, eine Nullmenge beziglich m ist.
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Die Eigenschaft eines dynamischen Systems (€2, B, m,T), ergodisch zu sein,
bedeutet nun anschaulich, dass fiir messbare Funktionen f : (2 — R, beziig-
lich derer das System die ergodische Eigenschaft hat, die Limites

n—1
1 .
lim — g f(T'w) :/fdm
n—oo N 4 Q
1=0

fast iiberall denselben Grenzwert haben, wobei dieser Grenzwert mit dem Er-
wartungswert fiir diese messbare Funktion iibereinstimmt. In der Stochastik
bedeutet das, dass fiir fast jede Sequenz, die von einem ergodischen stochas-
tischen Prozess herriihrt, die gleichen Statistiken erhoben werden. Es reicht
demnach, eine einzige Sequenz des Prozesses zu betrachten, um Erwartungs-
werte des Prozesses ermitteln zu kénnen.

Die eigentliche Definition des Begriffs sieht jedoch so aus:

DEFINITION 4.54. Fin dynamisches System (2,8, m,T) heisst ergodisch,
falls (sei T C B die Unter-o-Algebra der beziglich des Schiebeoperators in-
varianten Ereignisse, d.h. Tz_lf =1firlel)

VieZ: m(I)e{0,m(Q)}.

Mit anderen Worten, (0, B,m,T) ist ergodisch, falls alle invarianten Ereig-
nisse entweder mit 0 oder mit der “Gesamtmasse” m(S)) belegt werden.

Das veranlasst uns zur folgenden Definition:

DEFINITION 4.55. Wir nennen einen Vektor g € lsy ergodisch, falls (sei
I C B die Unter-o-Algebra der invarianten FEreignisse wie in der Definition
dariiber)

VIET:  |mg|(I) =mig(I) € {0, llgllv}. (4.42)

wobei |g| der totale Variationsvektor gemdfi Definition 2.54 sei.

Mit anderen Worten ist ein endlicher, signierter Mafivektor genau dann er-
godisch, falls alle invarianten Ereignisse “betraglich” mit voller “Wahrschein-
lichkeit” oder mit 0 belegt sind. Es ist nun offensichtlich, dass diese Definition
im Falle von Mafvektoren mit der fiir dynamische Systeme gegebenen Defi-
nition iibereinstimmt:

PROPOSITION 4.56. Ist g € lgyr ein Maflvektor, so ist das dazu assoziierte
dynamische System (Qx, By, mg,Tq) genau dann ergodisch, wenn g es ist.

BEWEIS. Das ist nun tatsichlich offensichtlich nach den Definitionen. (]
Wir erinnern hier und im Folgenden an die Definition 2.54 der Variations-

vektoren g7, ¢~ und |g| = ¢g* + g~ und bemerken, dass wir im Folgenden
hemmungslosen Gebrauch der Schreibweise

9(B) = my(B)
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fiir B € By machen, wir also Vektoren g € [g); mit ihren assoziierten endli-
chen, signierten Maflen identifizieren. Wir erhalten dann:

PROPOSITION 4.57. Ein Vektor g € lsy ist genau dann ergodisch, falls g™
und g~ ergodisch sind und, falls g* # 0 und g~ # 0, zusdtzlich

VIeT: gt(I)=0 < g (I)=0 (4.43)
gilt.

BEWEIS. Ist g ergodisch, so folgt wegen |g| = g + g~ fiir I € Z direkt
g*t(I) =g~ (I) =0 fiir |g|(I) = 0. Gilt |g|(I) = ||g]7v, s

lgllrv = lgI(1) = g7 (1) + g~ (1) <= llg"llzv +lg” llrv = llgllTv,

woraus sowohl [¢7|(I) = gt (I) = ||g"||7v und ebenso |g~|(I) = ||g~ ||7v als
auch Aussage (4.43) folgen. Umgekehrt ist die Aussage trivial. O

4.4.2. Einschub: Ergodensitze. Zur besseren Einordnung der folgen-
den Ergebnisse betrachten wir zwei prominente Ergodensitze. Ergodensétze
machen einen groflen Teil der Ergodentheorie aus und fiillen fiir sich al-
lein ganze Biicher ([Kre85]). Im Falle allgemeiner dynamischer Systeme
(Q,B,m,T) stellen sie eine Beziehung zwischen Eigenschaften des Mafes
m selbst und dem Verhalten von Funktionen f : ) — R entlang von Orbits
(Tkw)keN her.

Wir betrachten die zwei bekanntesten Exemplare, von denen wir spater
dann auch (in geringem Ausmaf) Gebrauch machen werden. Der erste Er-
godensatz ist von von (sic!) Neumann, erzielt eine Aussage fiir stationére
Systeme und ist leichter zu beweisen als der sich anschliefende Ergoden-
satz von Birkhoff. Wir fiihren ihn der Vollstdndigkeit halber auf, weil wir
unsere Ergebnisse allein durch Berufung auf ihn erzielen kénnen. Fiir die da-
fiir bendtigten Begriffe aus der Integrationstheorie siehe z.B. [Bau90]. Wer
Integrationstheorie vermeiden méchte, iiberspringe jedoch diesen Satz und
wende sich dem Birkhoffschen zu. Auch er hilft uns weiter und seine Aussage
ist einfacher zu verstehen. Der Beweis jedoch ist um einiges komplizierter.

SATz 4.58 (Mittlerer Ergodensatz von von Neumann). Sei (2,8, m,T') ein
stationdres dynamisches System und f,g € L*(Q, B, m) quadrat-integrierbar
(d.h. f? und g* sind jeweils integrierbare Funktionen). Dann ezistieren die
Limates

n—1 4
lim ) / F(T'w)g(w) dm(w)
=0

n—00 4

fast iberall. Ist (2, B,m,T) zusdtzlich ergodisch, so fast iberall

n—1 '
fim 32 [ rsine) = [ fmt) [ ()

BEWEIS. Siehe [PY98], Seiten 99-101. O
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Der “mittlere” Ergodensatz ist noch nicht wirklich das, was wir angekiindigt
hatten, ndmlich Aussagen iiber Statistiken entlang einzelner Sequenzen. Sol-
che Aussagen macht jedoch nun der

SATZ 4.59 (Ergodensatz von Birkhoff). Ein dynamisches System (0, B, m,T)
besitzt genau dann die ergodische Eigenschaft beziiglich aller beschrinkten,
messbaren Funktionen (siehe Definition 4.53), wenn es AMS (siehe Defini-
tion 4.89) ist.

BEWEIS. Den Beweis dazu gibt es in zwei Varianten: Eine einfachere Vari-
ante fiir ergodische dynamische Systeme und eine allgemeine. Beide finden
sich in [PY98], Seiten 102-105, 111-112. (]

BEMERKUNG 4.60. Die hier aufgefiihrten Ergodensdtze kennen unzdihlige Be-
weisvarianten. Fir den von Neumann’schen Satz siehe [Bou87|, [Zim90].
Fiir den Birkhoff’schen siehe z.B. den von Katznelsson und Weiss dbernom-
menen ([KW82]) auch in [Gra01] beschriebenen. Dieser kommt ohne den
mazimalen Ergodensatz (z.B. [Kre85], Seite 8) aus. In [Kre85] ist die nach
unserem Verstindnis eleganteste Variante zu finden, die Gebrauch vom maxi-
malen Ergodensatz macht, dessen Beweis ebenso kurz wie wundersam daher-
kommt. Alternative Varianten wiren auferdem die in [Jon83] und [Kam82]
vorgestellten.

Diese beiden Sdtze kommen z.B. in folgendem Lemma zum Einsatz, das spé-
ter auf einfache Art und Weise auf unsere Begriffe iibertragen werden kann.

LEMMA 4.61. Sei mit (2, B,m,T) ein dynamisches AMS System mit statio-
ndrem Grenzmaf m gegeben. Sei weiter B von einem Ring F erzeugt. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) m ist ergodisch.

(ii) VG, F € Bx B:  limy o0 2 300 m(T'G N F) = 2R,

(ili) VF € F:  limyoo 2 S0 m(T ' FNF) = Ll(ﬁ){&(p)-

BEWEIS. Siehe [Gra01], Seiten 147/148/149. O

BEMERKUNG 4.62. In dieser Variante bendtigt Lemma 4.61 den obenstehen-
den Satz von Birkhoff 4.59. Ersetzt man AMS durch stationdr, so wird nur
der von Neumann’sche mittlere Ergodensatz /.58 bendtigt.

Nach diesem Exkurs fahren wir nun mit unserer Theorie fort und studieren
die Zusammenhinge zwischen Ergodizitdt und den Begriffen der vorange-
henden Abschnitte.

4.4.3. Ergodizitiat und Vektorriume. Ergodische Vektoren kann mit
Hilfe von Untervektorrdumen klassifizieren. Diesen Mechanismus wollen wir
an dieser Stelle ausfiihren.
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Dazu betrachten wir die Mengenfunktionen

{07 1}22 = {Q Iy — {07 1}}

iiber der o-Algebra der invarianten Mengen Ty, die ausschlieflich die Werte
0 oder 1 annehmen. Wir betrachten nun die folgende

DEFINITION 4.63. Sei Q € {0,1}*. Dann nennen wir
Vo i={g €lsm |VI € Iz : |g|(I) = [lgllrvQ(I)}-

den ergodischen Vektorraum von Q.

Fiir etliche solche () ist der dazu assoziierte ergodische Raum #duflerst unin-
teressant:

BEMERKUNG 4.64. Ist Q € {0,1}%> kein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q,Zs),
so offensichtlich Vo = {0}, da |g| fir g € Vg als Maf auf (Q, Bx) ja auch
ein Maf8 auf (2, Zx) induziert, das bis auf Skalierung mit Q) Gbereinstimmdt.

Wir erhalten dann

SATZ 4.65. Ist Q € {0,1}22, so ist der ergodische Raum Vg ein abgeschlos-
sener Untervektorraum von lgy;.

BEWEIS. Wegen Bemerkung 4.64 kénnen wir ohne Einschrankung davon
ausgehen, dass es sich bei () um ein Wahrscheinlichkeitsmaff handelt. Es
gilt also
QUI)=0 <+ QCIn=1 (4.44)

Ist g € Vg, so wegen

VIiely: |agl(I)=lallgl(I) = lal|lgllrv Q) = |legl|lrvQ(I)
auch ag € Vg fiir alle o € R. Sind weiter g1,92 € Vg und ist I € Iy, mit
Q(I) =0, so

0 < g1+ g2|(1) < |g1](1) + [92/(1) = 0 = |[g1 + g2l|rvQ(I). (4.45)
Ist hingegen I € 7y, so dass Q(I) =1, so

91 + g2|(1) = |g1 + 92|(Qs) — g1 + g2|(CI)

4.44),(4.45
(AL 0 1 0al(2s) = |91 + gl

woraus insgesamt folgt, dass Vg ein Vektorraum ist. Ist nun h € V), so gibt
es eine Folge h,, € Vq, die gegen h konvergiert. Nach Satz 2.55 konvergiert
dann die Folge der |h,| gegen |h|. Ist nun [ € Zy, so konvergiert die Folge
|hn|(I) gegen |h|(I) (siehe Korollar 2.65). Daher

[R[(1) = lim_ [hy[(T) = lim_ [|hn[|7vQ(1)
= Q) Ji_)HOIOthHTV = ||h|lrvQ(I),

womit die Behauptung des Satzes vollstdndig bewiesen wére. (]
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Weiter erhalten wir

SATZ 4.66. Seien Q1, Q2 € {0,112, s0 dass Q1 # Q2. Dann
Vo, N Vg, = {0}

BeEwEIS. Wir nehmen die Existenz eines Elements 0 # g € Vg, N Vg, an.
Da @1 # Q2, gibt es eine Menge 7y, so dass Q1(/) # Q2([), also ohne
Einschrankung Q1(/) = 1,Q2(I) = 0. Es folgt

0 =llgllrvQ2(I) = lgl(1) = llgllzv @1 (1) = llgllzv,
ein Widerspruch zu g # 0. O

Ist nun g # 0 ein ergodischer Vektor, so induziert |g| iiber die Vorschrift
1
Qg(I) :== 7——1Igl(I)
lgllzv

eine Mengenfunktion @, € {0,1}?= (im Falle g = 0 setzen wir Q, := 0). Es
gilt dann der folgende

SATZ 4.67. Sei g € lspr ein ergodischer Vektor. Dann
V_g - VQQ’

BEWEIS. Wegen der Abgeschlossenheit von Vg, reicht es, V, C Vg, zu zei-
gen. Wir betrachten zunéchst zwei Lemmata.

LEMMA 4.68. Sei Q € {0,1}%= und g € Vg. Dann auch g*,g~ € V.

BEwEIS. Das folgt mit Proposition 4.57 offensichtlich aus den Definitionen
der involvierten Begriffe. O

LEMMA 4.69. Sei Q € {0,1}= und g € Vg ein Mafuvektor, also g > 0. Dann
VaeX*: 19 € Vg. (4.46)
BEWEIS. Sei a € ¥*. Dann folgt die Behauptung aus der Rechnung
9(I) = (T "'1) = ulg(1) = 37 mg(D)
bexlal

sofort im Falle g(/) = 0 und im Falle g(I) = ||g||7v = ¢(0O) dann aus der
weiteren Rechung

Tag(1) = 1a9(Qs) — 1ag(CI) = 7a9(Qs) = ||7agllrv.
=0
0

Weiter im Beweis von Satz 4.67: Sei a € ¥* und [ € Zy, mit |g|(]) = 0.
Dann gilt

7ag|(I) = |7alg™ —g)I) < (Irag™ | + |rag~ (1)
— Tag+(I) + ng_ (I) L.4.68£L.4.69 0
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und im Falle |g|(I) = ||g||7v mit einem schon mehrfach zitierten Argument
I7ag(1) = |7agl(Qs) — [7agl(CI) = |I7agllrv-
O

KOROLLAR 4.70. Sei g € lgps ein ergodischer Vektor und h € V_g, h # 0. Ist
I € T eine invariante Menge, so

lgl(I)=1 = 3ACT:h(A)#0
lg|(I) =0 = VACTI:h(A)=0.

BEWEIS. Im Fall g = 0 ist nichts zu zeigen. Wir kénnen daher ||g||7y > 0
annehmen. Wegen Satz 4.67 gilt h € Vg, . Ist h ein Makvektor, so folgt die
Behauptung wegen h = |h| im Fall |g|(I) = ||g||7v, wadhlt man A = I, und
im Fall |g|(I) = 0 fiir A C I aus der Rechnung

0< h(A) = h(ANT) < h(I) = thwmmm —o.

Mutatis mutandis erhalten wir die Aussage analog fiir den Fall, dass —h ein
Mafvektor ist. Bleibt 4 = h™ — h™ mit linear unabhiingigen Variationsvek-
toren h*,h~ zu betrachten. Diese befinden sich ebenfalls in Vg, (Lemma
4.68). Ist I eine invariante Menge mit |g|(/) = 0 und A C I eine Teilmenge,

SO
1
0 < (A) <k (I) = ([P lrv 19l (1) = 0
lgllzv
und die Behauptung folgt fiir diesen Fall mit einer zusédtzlichen analogen
Rechnung fiir ~~. Im Fall |g|(]) = ||g||7v kOnnen wir zunéchst aufgrund der

linearen Unabhiingigkeit der h™,h~ eine Menge B mit
W (B) £ h™(B)

withlen. Setzt man A := BN I, so erhilt man wegen |g|(CI) = 0 und folglich
ht(BNCI) = h=(BNCI) =0 aufgrund des ersten Falls

h(A) =hT(A) - h (A =h"(BNI)—h (BNI)
=h"(B) = h(BNCI) - h (B)+h(BNCI)
=h"(B) —h™(B) #0,

womit die Behauptung vollstdndig bewiesen wire. (]

Wir werden uns im weiteren Verlauf mehrfach auf diese Erkenntnisse stiitzen.

4.4.4. Ergodizitit und Stationaritét. Die Kombination von Ergodi-
zitdt und Stationaritit ist bei Theoretikern der Dynamischen Systeme gerne
gesehen, ergédnzen sich doch diese Eigenschaften intuitiv hervorragend. Eine
Vielzahl von Sétzen benétigt diese Kombination als Voraussetzung und eine
grofe Menge von Anwendungen funktioniert unter der Annahme, dass die
Datenquellen solcher Natur sind (was in der Praxis fast nie der Fall ist).

Auch wir wollen einen Beitrag zu diesem Thema leisten. Wir bringen
zunéchst in Erfahrung, was wir von voneinander verschiedenen ergodischen,
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stationdren Vektoren erwarten diirfen: sie kénnen in gewisser Weise als dis-
junkt betrachtet werden.

LEMMA 4.71. Seien gi,...,9n € lsy eine Menge paarweise verschiedener,
ergodischer, stationdrer, stochastischer Vektoren. Dann gibt es invariante
Mengen I, € Ix,i = 1,...,n, so dass

gi(l) = 0ij,i,5 = 1,...,n

BEWEIS. Wir betrachten zunéchst Péarchen von Vektoren g; # g;. Da ¢; —
9 = () stationdr ist glbt es aufgrund von Lemma 4.14 ein invariantes Ereignis
I;j, so dass (g; — g;)(I;;) # 0 und damit (9i — 9;)( L) € {-1,1} wegen der
Ergodizitdt von g;, g;. Im Falle (g; — g])(Im) = 1 setzen wir IZ] = IZ],I]Z =
CIZ] und im Fall (g; — g])(I ;) = —1 definieren wir I;; := Cl, I;;, Ij; = I;j und
sehen in beiden Féllen ein, invariante Mengen I;;, I;; gefunden zu haben, so
dass

9i(lij) =1 und g;(I5) =0
gj(Iji) =1 Illld gz(I]z) =0.

Haben wir invariante Mengen I;; fiir alle Pérchen g;, g; bestimmt, so setzen

wir
I = (I
J#i
und erhalten
9ili) =1, Vj #i:g;(L;) =0
und damit das Gewdiinschte. O

KOROLLAR 4.72. Sei g1, ..., g, eine Menge paarweise verschiedener, ergodi-
scher, stationdrer, stochastischer Vektoren. Dann sind die g1, ...,gn linear
unabhdngig.

BEwEIs. Gilt Y "' | a;g; =0, so
n
ijl,...,n: 0:Zaigi(Ij):aj

mit den in Lemma 4.71 bestimmten invarianten Mengen /; und damit die
Behauptung. (|

KOROLLAR 4.73. Seien g1, ...,9n € lsyr eine Menge ergodischer, stationdrer,
Vektoren, so dass die Menge der totalen Variationsvektoren |g;| linear unab-
héngig ist. Dann gibt es invariante Mengen I; € Ix,v = 1,...,n, so dass

l9il (1) = 0illgillrv,i,5 = 1,...n

BEWEIS. Skaliert man die |g;| zu stochastischen Vektoren, so erfiillen diese
die Voraussetzungen von Lemma 4.71. Die dort gefundenen Mengen leisten
das Gewiinschte. O
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KOROLLAR 4.74. Seien f # g zwei ergodische, stationdre, stochastische Vek-
toren. Sei o € [0,1] und h := af + (1 — a)g eine Konverkombination der
beiden. Dann gilt:

h ergodisch <—= o € {0, 1}. (4.47)

Mit anderen Worten: Jede echte Konverkombination zweier stationdrer, er-
godischer, stochastischer Vektoren ist nicht mehr ergodisch.

BEWEIS. Die Riickrichtung ist natiirlich klar. Fiir die andere Richtung finden
wir mit Lemma 4.71 eine invariante Menge I, so dass f(I) =1 und g(I) = 0.
Fiir a €]0, 1] folgt dann

hI) = af(I) + (1 —a)g(I) = af(I) = a & {0,||hllrv = 1}.
Das widerspricht der definierenden Eigenschaft von Ergodizitét. O

Wir kommen nun zum Hohepunkt dieses Abschnitts: Innerhalb eines ergo-
dischen Raums V) sind stationére Vektoren diinn gesét.

SATZ 4.75. Sei Q € {0,1}=. Dann gilt
dim (VQ N lu) < 1.

BEWEIS. Wir nehmen das Gegenteil an und finden damit fiir passendes
Q € {0,1}"= zwei linear unabhingige, stationire Vektoren g1, g» € Vg. Wir
kénnen nun ohne Einschrinkung die g1, g» als stochastische Vektoren wéh-
len. Im Fall, dass jeweils g; oder —g; und go» und —go Mafivektoren sind,
erhalten wir linear unabhéngige stochastische Vektoren durch Skalieren der
beiden. Ist z.B. g7 nicht solcher Natur, so sind gf ,g; linear unabhéngige
Mafvektoren, die aufgrund Lemma 4.68 beide in Vg liegen. Durch Skalieren
werden sie stochastisch, und aufgrund Lemma 4.11 wissen wir, dass sie sta-
tionér sind. Als Elemente von Vg sind sie obendrein ergodisch. Mit Lemma
4.71 finden wir dann eine invariante Menge I, so dass g1(I) =1 # 0 = g2({),
was es gemdf der Definition von Vg nicht geben darf. O

Wir erhalten noch ein (mdoglicherweise verbliiffendes) Korollar. Stationére,
ergodische Vektoren sind immer skalierte stochastische Vektoren.

KOROLLAR 4.76. Sei g € lgas ein ergodischer, stationdrer Vektor. Dann ist
entweder g oder —g ein Majfvektor.

BEWEIS. Nehmen wir das Gegenteil an, so g = g™ — g—, wobei g*, g~ linear
unabhéngige, stationére Mafvektoren sind mit g%, g~ € Vg , (siehe dafiir die
Lemmata 4.11, 4.68). Das ist ein Widerspruch zu Satz 4.75. O

BEMERKUNG 4.77. Dies konnte als Aufhdanger zur Losung des Positivitits-
problems 3.49 benutzt werden. Ergodizitit und Stationaritdt sind leicht tber-
prifbar. Fir solche signierten Mafvektoren g muss demnach ein Algorithmus
her, der iberprift, ob g ein Element von lpy ist. Dieses Problem scheint ein-
facher in Angriff zu nehmen zu sein.
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All dies konnte ohne den Einsatz von Ergodensétzen aufgrund elementarer
Uberlegungen erhalten werden. Als Zusatz formulieren wir jedoch noch ein
letztes Lemma, das zeigt, wie sich Prognosevektoren unter Anwendung des
Evolutionsoperators verhalten: sie streben zuriick zum Grundvektor. Dieses
Ergebnis erhalten wir alleine durch Einsatz des von Neumannschen mittleren
Ergodensatzes 4.58, siche Bemerkung 4.60.

SATZ 4.78. Sei g € lgas ein stationdrer MafSvektor. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) g ist ergodisch. i
(i) V(@,b) € Z* x T limyoo £ X0 ilrag(0) = 28 g(b).
(iii) Va € 2 limy oo 2 300 pfrag(a) = 4% g(a).

lgllrv

BEwEIS. Wir bemerken, dass

pirag(b) = Y glach)
cext (4.48)
= g({ay n T~ W},

Im Falle der Existenz der Limites gilt also

n—1 n—1
1 - 1 a 7
lim " Z piTag(b) = lim - Zg({&} N T_(‘al—”){b})
t=0 t=0

=0 (4.49)
S SHan
t=0

Man erhilt die Behauptung nun mit Lemma 4.61, indem man bemerkt, dass
die Existenz der letzten Limites dquivalent zur Existenz der Limites

n—1

1
lim — E gFNT™'Q)
n—oo N
t=0

fiir alle Zylindermengen F, G induziert, welche ja By erzeugen. Anwendung
von Lemma 4.61 fiihrt daher zur Behauptung, da damit die dortigen Krite-
rien (i), (it), (i77) gerade denen unseres Satzes entsprechen. O

4.4.5. Ergodizitit und Evolutionssummierbarkeit. Die Kombina-
tion der Begriffe der Ergodizitdt ergibt nun in unserer Sprache eine préagnante
Charakterisierung der Ergodizitat. Im Ubrigen erzielt man durch die Kombi-
nation von Ergodizitdt und Evolutionssummierbarkeit im Wesentlichen das
Verhalten, das man im Hinterkopf hat, wenn man sich Ergodizitat vorstellt,
mit anderen Worten, dass Statistiken entlang von Sequenzen immer den glei-
chen Grenzwert anstreben. Wir starten mit zwei kleinen Lemmata.

LEMMA 4.79. Sei g ein ES-Mafvektor. Dann

g ergodisch <= [ig ergodisch.
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BEWEIS. Das folgt unmittelbar aus Bemerkung 4.37 und der Definition von
Ergodizitdt unter dem Hinweis auf |g| = g. O

Damit konnen wir ein weiteres Lemma formulieren:

LEMMA 4.80. Sei g € lgp ein ergodischer Mafvektor. Dann gilt

VQg = VQﬂg‘
BEWEIS. Wegen Bemerkung 4.37 folgt offensichtlich
Qg = Qﬁga
und damit die Behauptung. O

LEMMA 4.81. Seien g1, go zwei ergodische ES-Mafvektoren, so dass g1 := jig:
und go := Jigo linear unabhdngig sind. Dann

Vor NV, = {0}

BEWEIS. Durch eventuelles Skalieren kénnen ohne Einschriankung anneh-
men, g1, g2 seien stochastisch. Dann auch fig1, figo stochastisch. Wir erhalten
zunéchst

—  S.4.67 L.4.80
Voo € V@, = VQug» (4.50)
- 5467 L.4.80
V92 C VQ92 — VQ[LQQ . (4.51)

Wegen der linearen Unabhingigkeit von [ig1, figo findet man mit Hilfe von
Lemma 4.14 und der Ergodizitét der fig;, figo (Lemma 4.79) eine invariante
Menge I mit figi(I) =1 # 0 = fig2(I), d.h. genau Qpg, # Qpg,- Daher mit
Satz 4.66

VQigy N VQug, = {0}
und daher aufgrund von (4.50) die Behauptung. O

Wir kommen nun zum Héhepunkt dieses Abschnitts, indem wir Ergodizitét
fiir ES-Vektoren charakterisieren. Das sieht so aus:

SATZ 4.82. Sei g € lgyr ein ES-Mafvektor. Dann ist g genau dann ergodisch,
falls

dim (I, NV,) = 1. (4.52)

BeEwEIS. Wir konnen ohne Einschrankung von einem stochastischen g aus-
gehen. Ist g ergodisch, so auch jig (Lemma 4.79). Wegen jig € V, (Satz 4.67)
folgt

dim (I, N Vy) > 1.

Wegen V, C Vo , folgt dann mit Satz 4.75 die Hinrichtung. Ist umgekehrt g
nicht ergodisch, so auch jig nicht (wiederum Lemma 4.79). Somit finden wir
eine invariante Menge I, so dass fig(I) = p €]0,1[. Mit Lemma 4.15 folgt
dann, dass

0 # (ig)", (19)™ € Vg € V.
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Wegen (j1g) (1) = 1 # 0 = (fig)® sind (ig)”, (ig)™ jedoch linear unabhéin-
gig und wir haben den Satz bewiesen. (]

KOROLLAR 4.83. Sei g € lgy ein endlich-dimensionaler Mafvektor. Dann
ist g genau dann ergodisch, falls

dim (I, NV,y) =1.
BEWEIS. Folgt mit Satz 4.82, da endlich-dimensionale Vektoren ES-Vektoren
sind (Satz 4.43) und weil V, = V,, da V, endlich-dimensional ist. O

Fiir ein letztes Korollar, ebenfalls die endlich-dimensionalen Vektoren betref-
fend, wollen wir an die Schreibweise

_lllrv__9(®)
ga = g(&) ad g(d) ad

fiir Mafvektoren 0 # g erinnern.

KOROLLAR 4.84. Ist 0 # g € lsy ein endlich-dimensionaler, ergodischer
Majvektor. Dann gilt fir alle a € ¥*:

ATag = 98) Ky
g =
9(0)
bzw. mit der obigen Schreibweise
H9a = [g-

BEWEIS. Da die g; endlich-dimensional sind, sind sie ebenfalls ES-Vektoren
(Satz 4.43). Wegen figs € 1, NV, folgt mit Korollar 4.83

ATag = ajig
fiir ein @ € R™ und weiter wegen fig(0) = g(0) aus
firag(D) = 729(0) = 9(a)
die Behauptung. O

Der Vollstandigkeit halber erwdhnen wir noch ein Resultat, das mit dem
Ergodensatz von Birkhoff erhalten werden kann. In Kombination mit der
Einsicht, dass Prognosevektoren von ES-Vektoren wiederum ES-Vektoren
sind (siehe dazu Bemerkung 4.49), erhalten wir ein zu Korollar 4.84 verall-
gemeinertes Ergebnis.

SATZ 4.85. Sei g € Iy ein ES-Mafvektor. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

(i) g ist ergodisch.

(i) V(@,b) € T* x T Timy oo £ S0 pirag(b) = 28 g(b).

(iii) Va € 2 limpoe 2 Y050 pirag(a) = 29 g(a).
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BEWEIs. Das ist dieselbe Aussage wie die in Satz 4.85 getroffene, mit dem
einzigen Unterschied, dass stationdr durch ES ersetzt worden ist. Der Beweis
verlduft analog wie dort unter Einsatz von Lemma 4.61. Einziger Unterschied
ist nun, dass die Aussage von Lemma 4.61 nunmehr nur noch unter Zubhilfe-
nahme des Ergodensatzes von Birkhoff 4.59 erhalten wird. O






KAPITEL 5

Die ergodische Zerlegung

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass sich jeder endlich-dimensionale
stochastische Vektor als Konvexkombination (im Stochastikerjargon auch
endliche Mixtur genannt) von ergodischen, stochastischen Vektoren beschrei-
ben ldsst. Das in der Ergodentheorie vorzufindende Analogon ist die Tatsa-
che, dass sich jeder stochastische Prozess, der asymptotisch stationdr im Mit-
tel ist, als (nicht zwingend endliche) Mixtur von ergodischen AMS-Prozessen
auffassen ldsst, dort ebenfalls “ergodische Zerlegung” genannt ([GraO1l],
S.160 ff.). In diesem Sinne verschédrfen wir dieses Ergebnis fiir endlich-di-
mensionale Prozesse. Es bleibt anzumerken, dass die Umkehrung (d.h. ist
g eine endliche Mixtur ergodischer stochastischer Vektoren, so folgt, dass
dim g < oo) mit der Existenz eines unendlich-dimensionalen ergodischen
stochastischen Vektors steht und fallt - eine noch véllig offene Frage.

5.1. Stationire Vektoren

Wir behandeln zunéchst den Fall endlich-dimensionaler, stationarer, sto-
chastischer Vektoren. Hier ist das Hauptergebnis der folgende

SaTz 5.1 (Ergodische Zerlegung stationdrer Vektoren). Sei g ein endlich--
dimensionaler, stationdrer, stochastischer Vektor. Sei E, := [, NV, und
n := dim(Ey). Dann ldsst sich g schreiben als Konverkombination n vieler
ergodischer, stationdrer, stochastischer Vektoren, also

n
g = Z Qi 3;
i=1

mit 0 < a; <1, a; = 1 und ergodischen, stationdren, stochastischen Vek-
toren g;. Mehr noch, es gilt

Vo= @ Vai»
=1

also V, eine direkte Summe von Prognoserdumen von ergodischen, statio-
ndren Vektoren.

Zum Beweis dieses Satzes erarbeiten wir uns mehrere Lemmata, deren Zu-
sammensetzung den Satz ergibt. Das erste davon prisentiert unmittelbar
die der Zerlegung zugrundeliegende zentrale Idee: Die Dimension des Eigen-
raums des Evolutionsoperators zum Eigenwert 1 verringert sich, wenn man
an den Rand des von den Prognosevektoren erzeugten Kegels K, (fiir die
Definition siehe Satz 3.29) gelangt. Dabei nutzt man aus, dass stationére

129
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Vektoren immer im Inneren ihres Prognosekegels liegen (siehe Satz 4.17).
Wir schreiben im weiteren Verlauf K, fiir diesen Kegel und £, = [, NV, fiir
den Eigenraum des Evolutionsoperators zum Eigenwert 1 eingeschrinkt auf
den Prognoseraum V), von g. Wir nennen dies auch den stationdren Raum
von g. Begriffe der Topologie wie Inneres, Rand etc. beziehen sich meist auf
die durch ||.||7v induzierte Teilraumtopologie des Prognoseraums V;, wobei
ein eventueller Wechsel des Vektors g beachtet werden muss.

LEMMA 5.2. Sei g ein endlich-dimensionaler, stationdrer, stochastischer Vek-
tor. Sei g € 0K, N E, ein stationdrer, stochastischer Vektor, der im Rand
von K liegt. Dann gilt

dim(Ez) < dim(Ey).
BEwEIS. Wir zeigen, dass
g g ng
was zum Behaupteten fiihrt, da dann (siehe auch Bemerkung 3.19) V; C V,
und somit wegen der Stationaritdt von g, d.h. g € [, dann auch

E;=V;nl,CV,NIl,=E,
folgt. Wir nehmen das Gegenteil, also g € V; an. Nach Satz 4.17 gilt g €

Int(Kj;) (beachte, hier Int bagl. der Topologie von V;). Wir finden damit
ein € € RT, so dass (bzgl. der Topologie von V;)

Uﬁ(g) C Kg.
Wegen g € V; und der Volldimensionalitédt von Kj gilt fiir d := ||g — g|rv
g =3 55009 € U9
Wegen K; C K, (Korollar 3.30) folgt nun, dass g* € K. Setzt man nun
in Lemma 4.18 V =V, G = Ky, v =g", u = gund o = % €]0, 1] ein,
so folgt g € Int(K,) (nun natiirlich bzgl. der Topologie von V), ein Wider-
spruch! O

Fiir das nichste Lemma erinnern wir an Proposition 4.35 und daran, dass
endlich-dimensionale Vektoren immer ES-Vektoren sind (Satz 4.43). Den sta-
tiondren Grenzvektor eines endlich-dimensionalen Vektors g bezeichnen wir
dann gemif der in Proposition 4.35 benutzten Notation mit fg.

LEMMA 5.3. Sei g ein endlich-dimensionaler, stochastischer Vektor. Dann
gibt es einen ergodischen, stationdren, stochastischen Vektor g* mit
g€V,

BEWEIS. Das zeigen wir mit vollstdndiger Induktion iiber n := dim(E,).
Fir n = 1 ist der Fall klar: Gemaf Korollar 4.83 ist g selbst ergodisch.
Der stationdre Grenzvektor fig ist dann ebenfalls ergodisch und erfiillt die
Anforderungen. Sei nun n > 1. Wir bemerken zuerst, dass es reicht, die
Behauptung fiir stationdres g zu zeigen, da man wegen Bemerkung 3.19 ohne
Einschrinkung zum stationéren Grenzvektor g € V, von g iibergehen kann.
Wir wéhlen zunéchst einen zweiten linear unabhéngigen stationéren Vektor
g* € Vg, der wegen der Volldimensionalitdt von K, als Element von K,
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gewéhlt werden kann. Mit Bemerkung 3.31 ohne Einschrankung ¢*(0) = 1
und damit ¢g* ein stochastischer Vektor nach Bemerkung 3.32. Wir setzen
nun
gr:=9g+tlg" —9)
und weiter
T :=sup{t e R | g+ € K,}.

Bemerke, dass T' < oo, denn setzt man ins nachfolgende Sublemma 5.4 nun
V=V, K=K g=gund f = g* — g, so filhrte die Annahme 7" = oo
auf go — g € K, Wegen (¢g* — ¢)(0) = 0 folgt mit Bemerkung 3.31 aber
g2 — g & K,. Weiter wegen g1 = ¢g* € K, natiirlich 7" > 1. Wegen g7(0) =1
folgt mit Bemerkung 3.32, dass gr ein stochastischer Vektor ist. gr ist als Li-
nearkombination stationdrer Vektoren natiirlich ebenfalls stationdr und nach
Definition von 7" ein Element von 6K,, des Rands von K. Mit Lemma 5.2
folgt dim E,, < dim E,; und damit die Behauptung aufgrund der Indukti-
onsannahme. O

Wir holen nun noch das soeben verwendete Sublemma nach:

SUBLEMMA 5.4. Sei V' ein normierter R-Vektorraum und K C V ein ab-
geschlossener konvezer Kegel. Seien g € K und f € V so, dass Vt € R :
g+tf e K. Dann auch f € K.

BEWEIS. Wegen g +nf € K,n € N aufgrund der Kegeleigenschaften auch

1 1
Vn e N: Eg—i—f: E(g%—nf) € K.
Die Behauptung folgt daher aus der Abgeschlossenheit von K. (]

BEMERKUNG 5.5. Wir wollen an dieser Stelle bemerken, dass die im soeben
aufgefithrten Beweis von Lemma 5.3 verwendete explizite Konstruktion ei-
nes Vektors gr im Rand des Prognosekegels nicht unbedingt nétig ist. Mit
einfachen topologischen Arqumenten finde man ebenso einen stationdren,
stochastischen Vektor im Rand des Prognosekegels. Wir haben uns jedoch
fir diese konstruktivere Variante des Beweises entschieden, da so ersichtlich
wird, dass durch Subtrahieren von stationdren Komponenten die “ergodische
Dimension” iterativ verringert werden kann.

Mit Hilfe der bereitgestellten Lemmata sind wir nun in der Lage, zu beweisen,
dass jedes stationdre g eine Konvexkombination von ergodischen, stationdren
Vektoren ist. Offen bleibt zunéchst nur noch, aus wievielen solcher Vektoren
die Mixtur besteht.

LEMMA 5.6. Sei g ein endlich-dimensionaler, stationdrer, stochastischer Vek-
tor. Dann ldsst sich g darstellen als

n
9= Z ;i
i=1

Konvezkombination von ergodischen, stationdren, stochastischen Vektoren
9i-
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BEWEIS. Wir filhren den Beweis wiederum mit vollstdndiger Induktion iiber
n = dim(Ey). Fiir n = 1 ist der Fall abermals klar nach Korollar 4.83: g ist
selber ergodisch. Sei nun n > 1. Mit Lemma 5.3 finden wir einen ergodischen,
stationdren Vektor ¢* € V,. Fiir t € RT setzen wir nun

gr:=9—tlg" —9)
und weiter
T :=sup{t e R" | g+ € K,}.
Mit derselben Argumentation wie in Lemma 5.3 folgt T < co. Weiter ist

dann gr € 6K, und wegen Lemma 5.2 gilt dim(E,,) < dim(E,). Nach
Induktionsannahme daher
m
gr = Z ;i
i=1

mit 0 < oy <1,) . ; =1 und g; ergodisch. Es folgt

T ] T *+§: a; (5.1)
Imrr? Tt T re? TAT e ‘
und damit die Behauptung. (]

Wir kommen, wie versprochen, zur Bestimmung der Anzahl der ergodischen
Mixturkomponenten:

LEMMA 5.7. Sei g ein stationdrer, stochastischer Vektor, der sich als Kon-

vexkombination
n
9= Z ;i
i=1

ergodischer, stationdrer, stochastischer Vektoren g; schreiben ldsst, wobei 0 <
a; < 1. Dann
dim(Ey) = n.
BEWEIS. Wir zeigen zunéchst dim(E,) > n. Dazu bemerken wir, dass es
reicht, g; € V, zu zeigen. Da die g; geméf Korollar 4.72 linear unabhéngig
sind und als stationére Vektoren in F, liegen, folgt dann die Behauptung.
Fiir ein g; wihlen wir nun geméf Lemma 4.71 eine invariante Menge I; mit
9i(I;) = 1 und g;(;) = 0 fiir j # i. Offensichtlich g(/;) = c;. Geméaf Korollar
4.16 gilt nun
gl eV,
Aus

I; a) = L . a
= 5204]-9]'([1 Nn{a}) (5.2)
i3

= O%Oéigz‘(fi n{a}) = gi(a)

folgt g; = g" und damit die Behauptung.
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Fiir den Teil dim(E;) < n nehmen wir das Gegenteil, also dim(E,;) > n
an. Dann gibt es einen stationdren Vektor g* € E,, der linear unabhéngig
von den g; ist. Gemaf Lemma 5.6 1dsst sich auch g* = Zj Bjg;,0 < B; <1
schreiben als Konvexkombination ergodischer, stationdrer g;, wobei natiir-
lich mindestens ein g; von den g; verschieden sein muss. Sei g ein solches
g;- Mit Hilfe von Lemma 4.71 finden wir wieder eine invariante Menge I, so
dass §g(I) = 1 und Vi € {1,...,n} : ¢;(I) = 0. Damit auch g(I) = 0. Der
Widerspruch ergibt sich damit aus Satz 4.19. O

Beweis von Satz 5.1: Der erste Teil der Aussage ist jetzt einfach. Wir
schreiben ¢ als Konvexkombination von ergodischen, stationédren, stochasti-
schen Vektoren g; gemaff Lemma 5.6 und wissen mit Lemma 5.7, dass es an
der gewiinschten Zahl viele sind. Fiir den zweiten Teil der Aussage bemerken
wir zunéchst, dass jeweils

Vi mvgj:{o}

geméaf Lemma 4.81. Wegen ¢; € V, (siehe Beweis von Lemma 5.6) folgt
deshalb (siehe Bemerkung 3.19)

BV, c V.
=1

Wegen g = > ., a;9; € D, Vy, folgt geméR der Definition eines Progno-
seraums natiirlich auch
n
VQ C @ng
i=1

womit der Satz vollstindig bewiesen wire. O

Wir zitieren noch einige niitzliche Korollare fiir spitere Arbeiten.

KOROLLAR 5.8. Sei g = Y ;" | og; eine endliche Miztur endlich-dimen-
sionaler, ergodischer, stationdrer Vektoren g;. Dann

Vie{l,..,n}: g€V,

BEWEIS. Das folgt aus dem Beweis zu Lemma, 5.7. O

KOROLLAR 5.9. Sei g ein endlich-dimensionaler, stationdrer, stochastischer
Vektor und sei g = > - | avg; seine Zerlegung in stationdre, ergodische Miz-
turkomponenten. Dann gilt

Ey = span{g1, ..., gn},
mehr noch, die g; bilden eine Basis von E,.
BeEweIs. Folgt direkt aus Lemma 5.7 und der linearen Unabhéngigkeit der
gi- (]

Das nun folgende Korollar liefert ein geometrisches Bild des “stationdren Pro-
gnosekegels”. Er ist immer polyedrisch und die ergodischen Komponenten des
stationdren Grundvektors kdnnen mit seinen Extremalstrahlen identifiziert
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werden.

KOROLLAR 5.10. Sei g ein endlich-dimensionaler, stationdrer, stochastischer
Vektor und g = > | c;g; seine Zerlegung in stationdre, ergodische Miztur-
komponenten. Dann

K, N Ey = cone{gi, ..., gn }-

Der “stationdre Prognosekegel” ist demnach polyedrisch und wird von n vielen
ergodischen, stationdren, stochastischen Vektoren erzeugt.

BEWEIS. Sei g* € K, N E,. Dann ist g* nach Satz 5.1 eine Konvexkombina-
tion von endlich vielen, ergodischen, stationédren, stochastischen Vektoren

m
g = Big;
j=1

mit 0 < 8; < 1. Wegen E,+ C E, folgt mit Korollar 5.8, dass alle g; in £,
liegen. Da voneinander verschiedene endlich-dimensionale, ergodische, sta-
tionére, stochastische Vektoren linear unabhéngig sind (siehe Korollar 4.72)
lassen sich die g; jeweils mit gewissen g; identifizieren. U

Schon einmal spielten polyedrische Kegel in diesem Text eine Rolle. Liefien
die Prognoseoperatoren einen polyedrischen Kegel invariant, so handelte es
sich um ein Hidden Markov Modell. Daher erhalten wir noch

KOROLLAR 5.11. Ist g ein endlich-dimensionaler, stochastischer Vektor, so
dass

Vy C ly,
dann ist g ein Hidden Markov Vektor.

BEWEISs. Das folgt mit Satz 3.44, da in diesem Fall K, = K, N1,. K, ist
demnach polyedrisch aufgrund Korollar 5.10 und erfiillt damit die Anforde-
rungen von Satz 3.44. O

5.2. Der allgemeine Fall

Wir profitieren nun von den obigen Arbeiten, um das Ergebnis auf al-
le endlich-dimensionalen, stochastischen Vektoren zu verallgemeinern. Fiir
diesen Zweck schreiben wir wie bisher

E,=1,NnYV,
fiir den stationdren Raum von g und nun zusétzlich
Ny :=ker(p) NV,

fiir den Untervektorraum der Vektoren aus V,, deren Projektion auf den
stationdren Raum gerade Null ergibt. Fiir den allgemeinen Fall sieht die er-
godische Zerlegung dann so aus:
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SATzZ 5.12 (Ergodische Zerlegung). Sei g ein endlich-dimensionaler, stochas-
tischer Vektor. Sei n := dim(E,) die Dimension des stationdren Raums
E, =V, N1, von g. Dann gibt es n viele ergodische, endlich-dimensionale,
stochastische Vektoren (g;)i=1,..n, so dass

n
9= Z QiGi,
i=1
wobei 0 < ay; < 1, E?:l «; = 1 und dariberhinaus

Vy = Vg P Oy = Vig P - P Vg P Oy, (5.3)

wobei Oy =2 Ny/ @7 N, .
Zunéchst ein paar Vorbereitungen.

LEMMA 5.13. Sei g ein endlich-dimensionaler, stochastischer Vektor. Sei
E, ==V, N1, der stationdre Raum von g. Dann hat E, eine Basis von
endlich-dimensionalen, ergodischen, stationdren, stochastischen Vektoren.

BEWEIS. Wir betrachten zunéchst das folgende

SUBLEMMA 5.14. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, F : V —
V' ein Endomorphismus und K C V ein echter Kegel, so dass

F(K) C K.

Bezeichnet weiter p(F') den Spektralradius von F', deg \ die Gréfle des grof-
ten Jordan-Blocks eines Figenwerts A und Ve,p(\) die Anzahl solcher grofiten
Blocks. Dann enthdlt K mindestens V., (p(F')) viele Eigenvektoren zum Ei-
genwert p(F).

BEWEIS. Siehe [Sch81], S. 265, Korollar 5.3. Dort wird die Aussage fiir den
Fall eines C-Vektorraums bewiesen. Der Fall eines R-Vektorraums ist jedoch
ein offensichtliches Korollar. (]

Beweis von Lemma 5.13: Wir setzen nun in Sublemma 5.14 V := V),
F = pund K = K, den Prognosekegel K, von g ein. Da der Prognosekegel
K, echt ist und g ihn invariant ldsst (siehe Satz 3.29), liegen also mindes-
tens Vegp(p(pe)) viele Eigenvektoren zum Eigenwert p(y) in K. Diese kénnen
durch eventuelles Skalieren als stochastische Vektoren gewidhlt werden (sie-
he Bemerkung 3.32). Da p stabil ist (siehe Satz 3.8) und den Eigenwert 1
besitzt (siehe Korollar 3.22), folgt p(u) = 1 (siehe das Eigenwertkriterium
fiir stabile Operatoren (10.4) aus Satz 10.9) und auRerdem degp(pn) = 1
(siehe hierzu Gleichung (10.5) aus Satz 10.9). Daher V.., (1) = dim E, und
wir haben an dieser Stelle eine Basis von endlich-dimensionalen, stationéren,
stochastischen Vektoren (g;) von E, erhalten. Schreiben wir nun

n;
g9i = E Q595
Jj=1

als Konvexkombination von ergodischen g; geméf Satz 5.1, so sehen wir we-
gen g; € E, (Korollar 5.8) ein, dass wir unter den g; ebenfalls eine Basis von
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E, finden und die Behauptung folgt. (]

Darauf aufbauend erhalten wir nun, dass wir den stationdren Raum eines
endlich-dimensionalen Vektors g mit dem seines stationdren Grenzvektors
identifizieren werden kénnen.

LEMMA 5.15. Sei g ein endlich-dimensionaler, stochastischer Vektor und
g := [ig (siehe Proposition 4.35) der stationdre Grenzvektor. Dann
Eg — Eg.

BEWEIS. Ej C E, ist klar wegen V; C V, (Bem. 3.19). Fiir die umgekehrte
Richtung nehmen wir die Existenz eines 0 # ¢* € E, \ Ej an. Dieses kann
wegen Lemma 5.13 als endlich-dimensionaler, ergodischer, stationérer, sto-
chastischer Vektor gewdhlt werden [Wir wéhlen fiir beide F, und Fj eine
Basis ergodischer Vektoren und koénnen die Basisvektoren von Ej mit ge-
wissen der Basisvektoren von E, identifizieren. Dabei bleibt mindestens ein
Basisvektor von E, iibrig]. Wir kénnen daher mit Hilfe von Lemma 4.71 eine
invariante Menge I mit

g"(I)=1und g(I) =0

wéhlen. Wegen ¢g* € V), gibt es somit ein Wort a (wahle eine Basis von
Prognosevektoren und stelle g* darauf dar), so dass

Ta9(I) > 0.
Deshalb auch
pldlg(n) = >~ mg(I) > ag(I) > 0.
bexlal
Wegen jipldg = fig = § und Bemerkung 4.37 (Ubereinstimmung von /g
und g auf invarianten Mengen) ergibt sich ein Widerspruch. U

Beweis von Satz 5.12: Sei g := ig mit i wie in Proposition 4.35, also g
der stationdre Grenzvektor von g. Geméaf Satz 5.1 ist

n
g=: Z ;i
i=1

eine endliche Mixtur ergodischer, stationdrer, stochastischer Vektoren g; und
wegen Korollar 5.9 und Lemma 5.15

E, = E; = span{g; | i=1,...,n}.
Mit Lemma 4.81 folgt Vg, N Va,, = {0} fiir ¢ # j. Wir behaupten nun

Vg - @VQ%'
=1

Existierte ndmlich ein h € V,\@@ Vg, , so erhalten wir wegen jih ¢ span{g;} =
E, einen Widerspruch. Daher g € § Vq,, und wir schreiben nun

n
9=>Y_Bigi
i=1
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mit g; € Vq,,. Wir sehen wegen Yy, C V@q,, zunéchst ein, dass die g; endlich-
dimensional sein miissen. Wegen

n n n
Z ;g; = jig = Z Bilngi = Z Bigi
i—1 i—1 i—1

und der linearen Unabhingigkeit der g; folgt «; = (3;. Damit haben wir den
ersten Teil der Behauptung bewiesen.

Fiir den zweiten Teil der Behauptung beachten wir, dass die zweite Gleichheit
in (5.3) direkt aus Satz 5.1 folgt. Fiir die erste Gleicheit erinnern wir an die
Schreibweise schreiben wir

Tag = i7ag + (Tag — i7ag)-
Es gilt dann
n n
ATag = ﬂTa(Z @;igi) = ﬂ(z ®iTa i)
i=1

=1
- K484 o

= Z QTG = Z @;9i(@)gi € Vg
i—1 i—1

und
[(Tag — i7ag) = 0.
Damit folgt wegen V;, C V, und N, C V, insgesamt zunéchst
Vg = Vg + Ny.

Hieraus folgt wegen
n
Ny N Vag = Npg = @N’i
i=1

die Behauptung aus der bekannten Tatsache W1+ Wy = W1 @ Wy /(W1 NW3)
fiir zwei Untervektorrdume W7, W5 eines Vektorraums V. O

5.3. Klassifikation von endlich-dimensionalen Prozessen

Wir beschliefen dieses Kapitel mit einem kurzen Abschnitt eher pro-
visorischer Natur, der den Ausgangspunkt einer Theorie der Klassifikation
endlich-dimensionaler Prozesse bildet. Eine solche Theorie mag bei der Ma-
thematisierung eher intuitiver Begriffe wie “hochgradig instationdr” behilflich
sein. Wir liefern erste Vorschldge fiir solche klassifizierenden Definitionen.

Dafiir fithren wir zunéchst jedoch inzwischen offensichtlich gewordene Kenn-
zahlen fiir endlich-dimensionale Prozesse ein. Wir starten mit einer sich aus
den obigen Sdtzen aufdriangenden Begriffsbildung.

DEFINITION 5.16. Sei g € lgyr und Ey :=1, NV,. Dann nennen wir
ergdim g == dim Eg4

die ergodische Dimension von g.
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Notwendigerweise haben endlich-dimensionale Vektoren eine endliche ergo-
dische Dimension. Die ergodische Zerlegung fithrt auf weitere einleuchtende
Kennzahlen, die in Analogie zu Begriffen fiir Markov-Ketten entwickelt wer-
den.

DEFINITION 5.17. Sei g € lgy ein endlich-dimensionaler, stochastischer
Vektor. Dann nennen wir

transdim g := dim O,
die Fliichtigkeitsdimension von g und
statdim g := dim g — transdim g

die stationiire Dimension von g.

Diese Werte sind nicht aussagekriftig in dem Sinne, dass pro ergodischer
Komponente eine geringe stationdre und geringe Fliichtigkeitsdimension vor-
liegen kann, der gesamte Prozess aufgrund einer hohen Anzahl ergodischer
Komponenten jedoch entsprechend grofte Werte erzielt. Deshalb schlagen wir
vor zu mitteln:

DEFINITION 5.18. Sei g € lga ein endlich-dimensionaler, stochastischer
Vektor. Wir nennen

. transdim g
avgtransdim g .= ———=
ergdim g
die mittlere Fliichtigkeitsdimension und entsprechend
statdim
avgstatdim g := 79
ergdim g

die mittlere stationire Dimension von g.

Die Untersuchung von sogenannten Mischraten in der Theorie der Markov-
Ketten ist dem Einsatz von “Markov-Chain-Monte-Carlo- (MCMC)” Tech-
niken in Simulationen zu verdanken. Schnell mischende Markov-Ketten kon-
vergieren ziigig gegen ihre stationdre Grenzverteilung und die Verwendung
solcher Ketten in MCMC-Simulationen erzielt schneller bessere Ergebnisse.
Eine Reihe von Arbeiten und Biichern [Alo86], [JS89], [DS91], [Dia96]|,
[Chu97], [MPO03], [AF06] (das ist beileibe keine vollstindige Liste) beschif-
tigte sich mit diesem Thema. In Analogie zu den dort entwickelten Begriffen
definieren wir:

DEFINITION 5.19. Sei g € lgsy ein endlich-dimensionaler, stochastischer
Vektor. Sei p : Vy — V, der Evolutionsoperator auf dem Prognoseraum und
set

o(p) ={A =1, ..., A}
das Spektrum von p, so dass |\1| > |Xo| > ... > |A\|. Dann nennen wir

plg) :=1—1[A| €[0,1]
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die Spektralliicke von g.

Es ist offensichtlich, dass die Geschwindigkeit der Konvergenz der Folge der
In = %Z?:_ol 1'g gegen den stationdren Grenzvektor jig in einem Zusam-
menhang mit der Spektralliicke p(g) steht. Je groRer p(g), desto schneller
konvergiert die Folge der Mafe.

Zum Abschluss dieses Kapitels machen wir einen Vorschlag zur Charak-
terisierung “hochgradig instationérer” endlich-dimensionaler, stochastischer
Vektoren. Dabei hatten wir Prozesse im Auge, die bislang gerne durch “Pro-
file HMMs” [DEKM98b| modelliert worden waren. “Profile HMMs” sind
zundchst einmal ergodisch. Die meisten versteckten Zustdnde miissen unmit-
telbar nach Betreten wieder verlassen werden. Bringt man diese Erkenntnisse
in einen Zusammenhang mit den obigen Begriffen, so schlagen wir Folgendes
VOr.

DEFINITION 5.20. Sei g € lgp ein ergodischer, stochastischer Vektor und
seien €,0 € RT. Wir nennen g dann (e, 0)-instationér, falls

statdimg 1 —transdimg

- = - <€ < transdimg>1—edimg
dim g dim g

und
plg) =124

“Hochgradig” instationdre Vektoren seien dann (e, d)-instationdre Vektoren
mit hinreichend kleinen ¢, € R+.






KAPITEL 6

Entropieraten

Dieses Kapitel enthilt im Wesentlichen einen elementaren Beweis fiir die
Existenz der Entropieraten fiir durch stochastische ES-Vektoren induzierte
stochastische Prozesse. Wie schon vorher bemerkt (siehe Korollar 2.65 und
Satz 4.41), induzieren stochastische ES-Vektoren stochastische Prozesse, die
asymptotisch stationdr im Mittel sind und umgekehrt. Wir erhalten somit
einen Beweis fiir die Existenz der Entropieraten von AMS-Prozessen.

Diese Tatsache ist bereits bekannt und ist eine Konsequenz des
beriihmten und in vielzéhligen aufwindigen Beweisvarianten, die meist
alle Register der Mafktheorie ziehen, erhiltlichen Satzes von “Shannon-
McMillan-Breiman” [Sha48], [McM53],[Bre57],[Bre60],[Bil65], [Jac59],
[Jac62],|GK80] (fiir Erlduterungen siehe Abschnitt 6.3 weiter unten).
Fiir den Fall stationdrer Prozesse existiert jedoch ein elementarer Beweis
fiir die Existenz der Entropieraten. Somit kénnen wir dieses Kapitel als
Verallgemeinerung dieses Resultats auf AMS-Prozesse auffassen. Es bleibt
zu erwadhnen, dass unser Beweis sehr elementar iiber die Biihne geht; es
werden ausschlieRlich Hilfsmittel der Analysis eingesetzt. Grofe Sitze der
Mafitheorie werden nicht bendtigt.

6.1. Einfiihrung: Entropie

Wir bedienen uns im weiteren Verlauf oft bei [HKO02]. Mit log sei im
Zweifel der natiirliche Logarithmus gemeint. Wir definieren somit

DEFINITION 6.1. Sei X eine endliche Menge und P ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf dem Messraum (3,P(X)). Dann ist

ZP logP @)

TeEX

die Entropie des Wahrscheinlichkeitsraums (X, P(X), P) bzw. der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P.

Die Entropie stellt ein Maf fiir das Wissen um den Ausgang eines Wahr-
scheinlichkeitsexperiments auf einem gegebenen Wahrscheinlichkeitsraum
dar. Je grofer die Entropie, desto “gleichverteilter” die Wahrscheinlichkeits-
verteilung und damit um so kleiner unser Wissen um den Ausgang eines
Experiments. Es gilt ndmlich das elementare

141



142 6. ENTROPIERATEN

LEMMA 6.2. Se:
A=z = (2q,...,2,) ER"|0< ; < 1,23:2- =1}
i
und
f: An1 — R
w= (21, 0m) S wilog k.
Dann gilt 0 < f <log n und

flx)=0 < z=¢€=(0,..,0,1,0,...,0) fireini=1,...n
(]

und weiter
flz)=logn < x=(1/n,..,1/n).

BEWEIS. Siehe z.B. [Gra90], [HKO02]. Folgt auch aus Lemma 6.8 weiter un-
ten. (|

Wendet man dieses Lemma auf die Berechnung von Entropien an, so sieht
man, dass Gleichverteilungen die héchsten Entropien erzielen, wohingegen
Wahrscheinlichkeitsriume von Experimenten, deren Ausgang klar ist, die
Entropie 0 erzielen.

Fiir weitere Zusammenhénge, Wesen und Urspriinge der Informations-
theorie siehe die Biicher [Gra90], [Mac03|, [HK02], [Bil65] oder den grund-
steinlegenden Artikel von Shannon selbst [Sha48].

In diesem Sinne setzen wir nun fiir einen stochastischen Vektor g

1

H"(g) := g(a)log —,

()= 3 ata)ior 1o

wobei wir 0log co = 0 setzen, also H"(g) die Entropie der durch g auf ¥" in-

duzierten Wahrscheinlichkeitsverteilung des zu g assoziierten stochastischen
Prozesses. Mit Hilfe von Lemma 6.2 folgt dann

0 < H"(g) <log card(X") =log (card(X))™ = nlog card(%).

6.2. Entropieraten stationirer Vektoren

Studiert man stochastische Prozesse, interessiert man sich nun fiir das

asymptotische Verhalten der beschrankten Folge
1
0< (EHn(g))neN < card(X)

und definiert daher

DEFINITION 6.3. Sei g ein stochastischer Vektor. Dann ist

_ , 1
H(g) := limsup EH (9)

n—oo

die Entropierate von g bzw. des zu g gegebenen stochastischen Prozesses.
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Interessant ist nun die Frage, wann

f(g) = lim ~H"(g),

n—oo n
fiir einen stochastischen Vektor g, die Entropierate von g also mit dem Limes
der entsprechenden Folge iibereinstimmt. Hier haben wir den folgenden

SATZ 6.4. Sei g ein stationdrer, stochastischer Vektor. Dann

H(g) = lim ~H"(g).

n—oo N

Wir wollen den Beweis dieses Satzes erarbeiten, um ein Gefiihl fiir die Pro-
blematik des Stoffs zu vermitteln und auch, um spéter verwendete Begriffe
vorzustellen. Dafiir definieren wir

HE(g) = Y g@H (ga) =24 ST 5 ga tb),

aexk aexk pexn
wobei wir wiederum 0log co = 0 setzen und betrachten weiter folgendes

LEMMA 6.5. Sei g ein Mafvektor. Dann fiur alle n,k > 1
H"*(g) = H"g) + H}!(9) = H"(9) + H}(9)-
BEWEIs. Siehe dazu [HKO02], Seite 22, Theorem 2.1. Es gilt ndmlich

= > ) glab)log ;—

acxk pexn

B o g(a
=2 2 glab)log g(ab)
1

acxk pexn

= Z Z g(ab) log o(ab) + Z Z (ab)log g(a
aexk pexn aexk pexn
- 1 1
= g(@b)log — — » g(a)log —
g;k Be%:n g(ab) gk g(a)

= H"t*(g) — H*(g),

wobei wiederum darauf geachtet werden muss, 0logoo = 0 = 0log0 zu set-
zen. U

Dieses Lemma hat zunéchst eine wichtige Konsequenz.
KOROLLAR 6.6. Ist g ein Mafvektor, so
n
"(g) =Y _H}(g)
i=1
BEWEIS. Folgt mit Induktion aus Lemma 6.5. ]

Wir betrachten ein weiteres



144 6. ENTROPIERATEN

LEMMA 6.7. Sei g ein Mafvektor und n,k,m > 1. Dann
Hilyn(9) < Hyy(1g).
BEWEIS. Es gilt

(o) = X Y Y olabo)lox 250

acxk pexm cexn

und

ren 1179 (b)
(WFg) =D > wFgd o)
bexm cexn

Fiir festes b € X 1" erhilt man

(Z Q(C_Ll_)é)) log M < Z g(&l_)é) log gg(a ¢)

ELEEk Zank g((_ll_)) N éEEk ((_Il_)) ’
indem man nachstehendes Lemma anwendet. Hieraus folgt die Behauptung
wegen (1%g(be) = 5, c s g(abe) baw. 1 g(b) = 3 gcxn g(ab). O

LEMMA 6.8. Seien (ap)nen und (by)neny Folgen nicht-negativer Zahlen, so
dass a =) _nan < 00 sowie b:= ) b, <oo. Dann gilt

Zanlog b <alog x
neN

neN

wobei Gleichheit genau dann erzielt wird, falls es ein C € RT gibt, so dass
fir alle n € N gilt, dass a,, = Cb,.

BEWEIs. Siehe [HKO02], S.25, Theorem 2.3. O

Damit nun ein weiteres, wichtiges

KOROLLAR 6.9. Ist g ein stationdrer Mafvektor, so
H,(9) < Hy_1(9)-

BEWwWEIS. Es gilt

L.6.7
H(g)=H},_111(9) < H}_1(ug) "E? H_(g).

O

Nun zum Beweis von Satz 6.4. Siehe dazu auch [HKO02], S. 79, Theorem
3.2. Wir setzen

o = H Y}L—l(g)
und bemerken, dass die Folge der «,, wegen Korollar 6.9 monoton fallend

und beschrinkt ist. Daher konvergiert diese Folge gegen einen Grenzwert a.
Weiter gilt

1 6.6 1 n 1 n—1
EH"(g) = > Hig) = - D
=1 i=0
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Wegen dem Satz von Cesaro/Cauchy 4.47 folgt daher lim, .. =+ H"(g)
a.

Ol

Fiir stationdre Vektoren ist die Sache demnach auf elementare Art und Weise
klar.

6.3. Entropieraten von ES-Vektoren

Auch fiir von ES-Vektoren induzierten stochastischen Prozessen kann auf
die Existenz der Entropieraten geschlossen werden. Das ist wiederum kein
unbekanntes Resultat, sondern eine Folgerung aus dem Satz von Shannon-
McMillan-Breiman. Dieser Satz hat eine lange Geschichte, die im fundamen-
talen Artikel von Shannon ([Sha48]) ihren Anfang nimmt. Er beweist den
Satz zunéchst nur fiir stationére, ergodische Markov-Ketten. Die Folgeartikel
von McMillan ([McM53]) und Breiman ([Bre57|, [Bre60]) beweisen ihn fiir
den Fall allgemeiner stationdrer, ergodischer Prozesse. Billingsley ([Bil65])
schlieRlich gelang der Beweis fiir den Fall allgemeiner stationdrer Prozesse.
An dieser Stelle sei bemerkt, dass der oben angefiihrte Satz von Kolmogorov-
Sinai auf diesem Weg als Korollar erhalten werden kann. Schlielich erweitern
die Arbeiten von Jacobs ([Jac59], [Jac62]) und Gray und Kieffer (|GK80])
den Satz auf Prozesse, die asymptotisch stationdr im Mittel sind. An die-
ser Stelle erhidlt man die Existenz der Entropieraten fiir AMS-Prozesse als
Korollar. Wir wollen an dieser Stelle noch erwdhnen, dass etliche weitere
Beweisvarianten dieses Satzes existieren, die alle zu Ehre und Wiirden ge-
langten, siehe z.B. [AC88], [OWS83].

Tatséchlich scheint jedoch kein elementarer Beweis fiir die Existenz der
Entropieraten im Falle von AMS-Prozessen bekannt zu sein. Dies holen wir
an dieser Stelle nach.

SATZ 6.10. Sei g ein stochastischer ES-Vektor und sei g der stationdre Grenz-
vektor. Dann

H(g) = lim H,(X") = (). (61

Insbesondere existiert der Limes und ist gleich der Entropierate des statio-
ndren Grenzvektors.

Die verwendeten Hilfsmittel fiir den Beweis sind nun elementare, analytische
Erkenntnisse. Wir fiihren diese der Reihe nach auf.

LEMMA 6.11. Sei g ein stochastischer Vektor. Dann fir alle k > 0

lim =(H"(g) — H"(*g)) = 0. (6.2)

n—oo N,

BEWEIS. Mit der Schreibweise

H)(gluFg) == D > glab)lo (bl;)

acxk pexn
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erhalt man
H* ™M (g) = HE (g|p*g) + H" (b g)
und damit weiter

1 1 £.65 1 1 1
—H" —HE(g) "= ZH"*(g) = —HF(g|p* —H"(1kg).
—H(g) + —H,,(g) - (9) = —Hy(glp"g) + —H"(1"g)
Wegen
1 k 1 ki n 1 k
0<—H,(9) <—H"(u"g) < —=log card(X)" — -0 0 (6.3)
n n n

und
1 1 1
0< —H}(glu"g) < —~H*(g) < = log card(S)" —n0c 0 (6.4)
n n n

folgt die Behauptung des Lemmas durch Anwendung des Sandwich-Theorems.
O

Auf dieses Lemma aufbauend erhalten wir ein Korollar, das spéiter tatsich-
lich zum Einsatz kommen wird.

KOROLLAR 6.12. Sei g ein stochastischer Vektor. Dann fir alle k > 0

1 1k—1
lim —[H"(g) — H"(~ tg)] = 0.
Jim ~[H"(9) (k;ug)]

1k—1 1k—1 1k—1
k; (utg) < (kgug)_ktzo (u'g) +log k,

welche aus [Gra90]|, Lemma 2.3.4 mit weiterer Hilfe von Induktion iiber %
hergeleitet werden kann. O

Wir fahren mit rein analytischen Erkenntnissen fort:

LEMMA 6.13. Sei (aﬁ)n,keN eine Doppelfolge, so dass fiir alle n und fir alle
k die Limites

a¥ ;= lim o
n—oo
und
Gn = lim afL
k—o00

existieren, wobei die af gleichmdfig in k fiir n — oo gegen die a* konvergie-
ren. Dariiberhinaus exisitiere der Limes

a:= lim d".
k—oo
Dann gilt
lim a, = a.

n—oo
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Das ist wiederum nichts Neues, und kann, nach Einbettung der Behaup-
tung in die Theorie der Netze in Analysis-Biichern wiedergefunden werden
(|[Heu86)). Der direkte Beweis jedoch umfasst zwei Zeilen, und daher fiithren
wir ihn im Folgenden auf - ohne Netztheorie.

BEWEIS. Sei ¢ € R*. Dann gibt es ein Ny € N, so dass

Vn > No,Vk e N: |af — ¥ < ¢/2. (6.5)

Daraus folgt
Vn>Ny: |ap,—al= kh—{& laf —aF| <e/2 <e (6.6)
U

Hier und im Folgenden sei wiederum

An_l = {$ = (.151,...7.Tn) c ]Rn | 0 S Z; S 1,le — ]_}

gesetzt. Weiter sei e := exp 1. Das jetzt folgende Lemma zeigt das zentrale
technische Ergebnis des Beweises.

LEMMA 6.14. Setze
hp : AL — R
r=(T1,.Tp) — @Z?ﬂ x; log z%

fiir n > 2. Dann sind die hy, “gleichgradig stetig” beziiglich der 1-Norm. Mit
anderen Worten (bzw. in Zeichen) gilt

(6.7)

Vec RT 36 e RT Vn>2 Vo,yec A"
|z —ylh <8 = [hn(z) — ha(y)] <e. (6.8)

BEMERKUNG 6.15. Erstaunlicherweise ist die Aussage nicht mehr giltig,
wenn man sie beziglich einer von 1 verschiedenen p-Norm (2 < p < o)
formuliert, wie Faigle bemerkt hat ([FaiO5b]). Das sieht man folgenderma-
Ben ein. Sei e = 1/2 und 6 € R" beliebig. Dann wihlen wir ein m € N, so
dass m > %. Dann gibt es ein Ng > m, so dass fiir alle N > Ny in A"}

1 1 1
oo 3l = 5 <&

Es folgt dann

1 1 1 1 1 1

— ey, —, 0, ... — (=, = <=, =
H(m7 7m707 70) (N7 7N)HP—H(N7 7N)HP

N’
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aber
1 1 1 1
hn(—,...,—,0,... —hy(=,...,—=)| = 1 —log N 1
| N(m7 7m707 70) N(N7 7N)| log N| og m og ‘Njgo
l

und somit finden wir ein N € N und passende z,y € A", die der Aussage
des obigen Lemmas widersprechen.

Fiir den Beweis dieses Lemmas bendtigen wir zwei weitere Lemmata, die wir
zuerst auffithren.

LEMMA 6.16. Se:
h: [0,1] — R
x — xlog %

Dann gilt fir z,y € [0,1]:
1

e —yl< - = |h(z) = hy)| < h(jz - y))- (6.9)

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass h/(z) = log 1 — 1 und weiter 1" (z) =

—21. h ist konkav und nimmt bei  ein globales Maximum an (h(1) = 1).

Wir bemerken daher, dass ‘

r<hzx) <= z< é. (6.10)
Wegen
1 1
() = h(y)| = |[h(z) — h(=)] = [P(=) = h(y)]]
€ € (6.11)

< max{|h(z) — h(é)l, |h(é) = h(y)[}

und der Tatsache, dass h auf [0, é] monoton steigend ist, kénnen wir ohne
Einschrankung annehmen, dass beide x und y entweder gréfier gleich oder
kleiner gleich % sind.

Da
Vi € [2,1] LW @) <1, (6.12)
folgt mit dem Mittelwertsatz
T<oy<l = |a@) ~hy) < |z -yl (6.13)
Aufgrund 6.10 folgt damit im Falle % < z,y <1 die Behauptung.
Es bleibt der Fall (ohne Einschrinkung z < y) « < y < 1. Hier gilt |h(z) —

h(y)| = h(y) — h(z). Wir bemerken, dass die Funktion log 1 — 1 auf [0, 1]
positiv und monoton fallend ist ((x)). Die Behauptung folgt nun aus der
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Rechnung
Ih(z) — h(y)| = /

T

() Y 1 s—t—a y—z 1
< 1 —1)dt *TE log — — 1)d
_/x(ogt . ) /0 (ogs )ds

4 1

LEMMA 6.17. Sei K > 0,2 <n €N und
Agpo1:=K -A"1:={z eR"| (1/K)z € A"},
also

n
= (T1,.,Tp) € A1 = Zmz = K,0<umz <K.

i=1
Dann nimmt die Funktion
th : AK,n—l — R
T= (21, Tn) — Yo x;log x%

in T := (K/n,...,K/n) ihr globales Mazimum an.

BEWEIS. Sei = (x1,...,2,) € Ak -1 und weiter
i=1/K)x = (r1/K,...;2n/K) € Ay 1 = A" L

Dann gilt

n
1
hin(x) = sz log -
i=1 v

= 1
:ZKxilongji

=1
Ki~(l L g )
o~ i gjfz‘ gK

1
= K(h1,0(Z) + log 7).
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(6.14)

(6.15)

(6.16)

Da hj, in (1/n,...,1/n) ein globales Maximum annimmt (siehe Lemma 6.2),

tut hg , dasselbe bei K(1/n,...,1/n).

g

Nun zum Beweis von Lemma 6.14. Sei also ¢ € RT gegeben. Dann exis-

tiert wegen der Stetigkeit von mlog% in 0 ein §; € R, so dass
1

Vo e [0,01]: xlog— < <

z 2

Wir setzen nun

. e 1
d := min{dy, 2 E}

(6.17)
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Sei nun 2 < n € Nund z,y € A"}, so dass ||z — y||; <. Es gilt dann

1
Vie oy —yl <|lz—ylh << . (6.18)
Weiter folgt
J— 1 1
hn - hn = 7,1 - - zl -
hn(a) = ha9)] = Z§:lj<a: 08 = —ilog )|

logn Z|$210g_ _ZJZIOg_|

(6.18)+L. 6.16
<

n
1
x; — yi| log ———
Ll 1
logn < n lz=yllx (6.19)
= n

1 lz —
_ Z lz —ylh log n
logn n llz —ylh

1 n
= ——||lz — y[|1 log ——+
logn [l — y||1

L. 6.17

6
<

1
= ||z -yl + ||z — y||1 log ————
|z —y

1
logn |1
6.17 1

( )6—1— €

€
< —
logn2_2+

€
— =€
2

(]

Das folgende Korollar zeigt, wie wir das Lemma in der Welt der stochasti-
schen Vektoren zum Einsatz bringen wollen.

KOROLLAR 6.18. Sei (g )ken eine Folge stochastischer Vektoren, die in Norm
gegen einen stochastischen Vektor g konvergieren. Dann gilt

lim (sup — IH”(gk) H"(g)[) = 0.
k—00 neN M

BEWEIS. Sei ¢ € R*. Dann gibt es aufgrund Lemma 6.14 ein § € R, so
dass fiir alle n € N und alle =,y € A"!
€

2log(|%])’

Wegen ||gr — g|l7v —k—o0o 0 gibt es ein Ky, so dass fiir alle &k > Kj:
llgr — gllrv < d, mit anderen Worten, fiir & > K:

Vn e N: Z lgr (@ a)| < o. (6.21)
acxyn

lz =yl <6 = |ha(@) = ha(y)] < (6-20)

Wir fassen nun z}} := (g1 (@))aesn, y" := (9(@))aexr als Elemente von Ajsn|_y
auf. Wegen (6.21) gilt dann

Vk > Ko:  |lal —y"|1 < 6. (6.22)
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Fiir £ > Ky folgt dann

1 1
sup —|H"(g —sup— > (g — g(a) log —
nean (9k) — H"(9)] | 2 k(@ @ (a) g(a))!

—Slelg—llog(lZ Dhysn| (k) = hyse (")

= sup — \nlog(m)hmn (x) = hysn (y™)]

neN T
= sup | log(|X[)hsn () — hysn (y™)]
neN
(6.22)&(6.20) . ¢
< og(|X]) - oa(2)) <e
(6.23)
[

Wir kommen nun zum

Beweis von Satz 6.10: Sei g := 1/k ZZ o 1'g. Wir betrachten die Dop-
pelfolge

hyy = lIlw(flkz) =1 > gel@)log .

"Toon n &, ar(a)’

Fiir alle £ und alle n gilt
- 1 1
0<hy < - log(|7]) = ~ log(|%[") = log(|%]), (6.24)

mit anderen Worten, die Doppelfolge ist beschrinkt. Weiter gilt fiir alle n,
da g ein ES-Vektor ist,
- 1
lim hE = ZH"(g). (6.25)
n

k—o0
Nach Definition eines ES-Vektors und Korollar 6.18 findet diese Konver-
genz gleichméfig in n statt. Da g stationér ist, folgt mit dem Satz von
Kolmogorov-Sinai 6.4

1 _

lim —H"(g) = H(g). (6.26)

n—oo N
Wir betrachten nun die Folgen (h¥),cn. Diese sind wegen 6. 2f1 beschrénkt.
Sei demnach C € [0,log |Y|] ein Hiufungspunkt der Folge (h%),cn. Dann
gibt es eine Teilfolge (h In ))neN, so dass

Mit Lemma 6.11 folgt nun fiir alle k: € N ebenso

Durch Anwendung von Lemma 6.13 auf die Doppelfolge hl( ) erhdlt man nun

©2 g@).  (6.29)

O

C = lim C = lim ( lim hl( ) LIS iy ( lim hk( )

k—o0 k—o0 n—00 n—00 k—00






KAPITEL 7

Prognosegraphen

Der Glaube an die Klasse der endlich-dimensionalen Prozesse rithrt von
ihrer endlichen Parametrisierbarkeit her. Eine mdgliche und die offensicht-
lichste Form der Parametrisierung sind Koordinatendarstellungen samt der
den Prognoseoperatoren entsprechenden Matrizen. Es ist schnell ersichtlich,
dass mit Hilfe dieser endlichen Menge von Parametern der gesamte endlich-
dimensionale Vektor beschrieben werden kann. Dies ist im Wesentlichen die
Arbeit von Jager ([Jae97a]) und soll an dieser Stelle, um Wiederholungen
zu vermeiden, nicht weiter eroértert werden. Andere Techniken der Parame-
trisierung sollen im Folgenden dargestellt werden. Die erste davon ist die
Moglichkeit einer graphischen Darstellung von endlich-dimensionalen Pro-
zessen.

Die Darstellung endlich-dimensionaler Prozesse als Graphen kann man
analog zu der graphischen Darstellung diskretwertiger Hidden Markov Mo-
delle betreiben. Bei den Hidden Markov Modellen jedoch haben Knoten,
Kanten sowie Kantengewichte eine anschauliche Interpretation im Sinne von
versteckten Zustanden, Ubergingen und Ubergangswahrscheinlichkeiten. Fiir
allgemeine endlich-dimensionale Prozesse jedoch dridngt sich eine derartige
Reprisentation nicht auf, da sie schwer interpretierbare negative Zahlen bein-
haltet. Nichtsdestotrotz ist die Formulierung als Graph mdoglich.

7.1. Einfiihrung

Wir starten direkt mit der Definition eines Prognosegraphen, den man
mit einem endlich-dimensionalen stochastischen Prozess identifizieren kon-
nen wird:

DEFINITION 7.1. Sei X eine endliches Alphabet,

G=(V,ECVxYV)
ein gerichteter Graph,
po:V —R
ein reellwertiger Vektor iber den Knoten von G,
M:VxV—R
eine Kantenbewertungsfunktion, wobei M(v,j) =0 fir (v,j) &€ E und
Y:V—X%

153
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eine X -wertige Funktion iber den Knoten von G. Dann nennen wir das Tupel

g = (G,Y, Map())
einen Prognosegraphen, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:
(a)
> po(v) = 1. (7.1)

veV

(b)
Yw eV : ZM(v,w)zl. (7.2)
veV
(c) Setzen wir fiir a € ¥ zundchst

Vo={veV|Y() =a}
und fir & = ay...a; € X weiter
Vi i=Vay X oo X Vi, = {v1.00p € VY (11)..Y () = @},

und definieren wir weiter

Pg: ¥t — R
a = ZweVPO(w) zvl...vtEVa M (v, w) - Hi;ll M (viy1,v1),
(7.3)
so gilt
VaeXT: Pga)elo,1]. (7.4)

Das wirkt so natiirlich noch reichlich undurchsichtig. Deshalb geben wir den
Dingen von oben zunéchst suggestive Namen:

DEFINITION 7.2. Sei G = (G,Y,M,po) ein Prognosegraph. Dann nennen
wir V auch Beobachtungsfunktion, M eine Ubergangs- oder auch
Evolutionsfunktion bzw., wenn wir M als Matriz M = (M (v, w)) (yw)ev?
auffassen, Ubergangs- oder Evolutionsmatrix und zuguterletzt heissen
wir pg den Startzustand oder Startvektor.

Per defiitionem treten Prognosegraphen zusammen mit einem Startvektor pg
auf. Das zugrundeliegende Graphengeriist jedoch ldsst sich unter Umstdnden
nicht nur durch die durch py induzierte Wahrscheinlichkeitsverteilung inter-
pretieren, sondern man kann einem Prognosegraphen im Allgemeinen noch
andere stochastische Prozesse auslesen. Dies geschieht durch Auswahl eines
von pg verschiedenen Startvektors, falls existent. Deshalb

DEFINITION 7.3. Sei G = (G = (V,V x V),Y, M, pgy) ein Prognosegraph mit
n:=|V|. Firp e RY mit >, ., p(v) =1 setzen wir analog zu oben:
Pgp: ¥F — R

a = Z’LUEV p(w) Zvl...vtEVa M(Ul’ w) ’ HZ;:%; M(USJ"I’ US)'
(7.5)

Wir nennen p einen zuldssigen Startzustand, falls
VaeXt: Pgpla)e(0,1]. (7.6)
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Wir ergdnzen das Ganze um eine weitere Definition, die bereits Analogien
zu den vorherigen Kapiteln erkennen lasst:

DEFINITION 7.4. Sei G = (G,Y,M,pgy) ein Prognosegraph und n := |V|.
Dann definieren wir zundchst fir a € % Matrizen T, durch die Vorschrift

M(v,w) velV,
0 sonst.

V(v,w) € V?:  (Th)pw = { (7.7)

Wir setzen weiter fir alle a = a;...a; € X*
T =T, 0...0Ty,.

Wir nennen die Tz auch Prognoseoperatoren zum Wort a. Weiter setzen
wir

(7.8)

Py = %Tapo PQ(E‘) 7é 0
0 sonst

und nennen die p; Prognosevektoren zum Wort a.
Mit dieser Definition fillt uns auf:

PROPOSITION 7.5. Ist G = (G = (V, E),Y, M, pgy) ein Prognosegraph, so gilt
fiir @ = ay...a; =€ Xt mit obigen Bezeichnungen:

(sz)vw —
% M(v,v1) - TI2F M(vst1,05) - M(vi,w) v € Vg,
V1...0t—1€Vaq...ap_1 .
0 v & Vo,
(7.9)

Daher weiter
Pg(d) = Z pO(w) Z(Td)vw' (710)
weV veV
Betrachtet man weiter Typg € RV, so

> Tapo(v) = Pg(a). (7.11)

veV

BEWEIS. Gleichung (7.9) folgt einfach aus den Gesetzen der Matrixmultipli-
kation. Gleichung (7.10) ist dann offensichtlich und (7.11) folgt trivialerweise
aus (7.10). O

Nun kommen wir zum Kern dieses Abschnitts: Wir wollen aus einem Pro-
gnosegraphen einen endlich-dimensionalen stochastischen Prozess auslesen
kénnen. Umgekehrt miissen wir spater die Konstruktion eines Prognosegra-
phen aus einem endlich-dimensionalen Prozess demonstrieren. Dies alles tun
die beiden fiir diesen Abschnitt fundamentalen Ergebnisse.

SATZ 7.6. Sei G = ((V,E),Y, M, po) ein Prognosegraph. Dann wird durch Pg
ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor iber X induziert.
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BEWEIs. Wir fassen gg := Py als Element aus I, auf, indem wir gg(0) =1
setzen. Um zu zeigen, dass gg einen stochastischen Prozess induziert, reicht
es gemdf Korollar 2.19 zu zeigen, dass 0gg = gg und Va € ¥* : gg(a) € [0, 1]
gelten. Der zweite Punkt ist klar nach Definition. Fiir den ersten Punkt
beachten wir zunédchst

ogg(0) =Y gala) =Y > po(w) Y M(v,w)

a€y aeX weV veV,

= Z Z po(w)M (v, w) Wy = 9¢(0)

veV weV

(7.12)

und weiter fiir alle a € X (a =: ay...a;)

ogg(a) = gg(aa)

a€y

(7 LY Z Z Taapo Z Z Ty o0 Tapo

a€s veV aesveV (7.13)

- Z MTapO Z TapO

veV veV

711y
= gg(a),

woraus das Behauptete folgt. Wir haben nun
dim gg < 00

zu zeigen. Dafiir bemerken wir zunéchst, dass nach Definition der Prognose-
vektoren und mit Proposition 7.5:

¥(@,0) € St x = (gg)p(@) =Y Taps(v) = ) (D (Ta)ow)wp(v)-

veV veV weV
(7.14)

Wir betrachten nun

Py = ((99)5(@)) g pex- € R

und haben zu zeigen, dass diese Matrix endlichen Rang hat. Dazu betrachten
wir weiter die Matrix

IT:= (Pa(v))ve\/ﬁez* c RVXN

und stellen fest, dass jede Zeile f; von P, vermoge Gleichung (7.14) eine
Linearkombination von Zeilen II, von II ist (dafiir sei v, := Y~ o1/ (Ta)ow)

o= Yo, (7.15)

veV
damit P, also endlichen Rang hat. O

Um die Aquivalenz der Klasse von Prozessen, die durch Prognosegraphen
dargestellt werden, mit der Klasse der endlich-dimensionalen Prozesse einzu-
sehen, braucht man noch ein Verfahren, aus endlich-dimensionalen Prozessen
auch Prognosegraphen zu gewinnen. Hier ist es:
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SATZ 7.7. Sei ¥ ein endliches Alphabet und g € 1% ein endlich-dimensionaler
stochastischer Vektor. Sei desweiteren n := dim g und (g;)i=1,... n eine Basis
von Vy, so dass g;(0) =1 (die g; kdnnen als stochastische Vektoren gewdhlt
werden). Wir setzen

Vi={1l,..,n} xX

und

Y: Vv — X
(i,a) +— a.

Wir identifizieren nun die Prognoseoperatoren 7,,a € 3 mit entsprechenden
Matrizen beziglich der Basis (g;)i=1,..n und setzen

M : VxV — R
((4,a),(4,0)) = (Ta)ij-

Ist nun g = ), o;g; eine Darstellung von g tber der Basis (g;), so wdhlen
wir fir alle it =1,...,n ein a; € X, so dass g;(a;) # 0. Wir setzen nun

po((i, a)) = {ai o (7.16)

0 sonst.

Dann erhalten wir einen Prognosegraphen G, := ((V,V x V), Y, M,po), so
dass Pg, = g.

BEWEIS. Gleichung 7.1 folgt direkt aus den Voraussetzungen, man beachte
¢(0) = 1 sowie ¢g;(0) = 1. Gleichung 7.2 folgt aus

> MGG = Y (g = Y (msg(D)

(3,a)€V (i,a)€V (i,a)eV -1
= 7g;(0) =) gjla) = g;(0) = 1.
aEX a€x

fiir alle (j,b) € V. Um (7.4) zu bestédtigen, zeigen wir

Fg, =g,

womit auch die zusdtzliche Behauptung gezeigt wire. Sei also a € ¥*. Wir
bemerken zunéchst, dass fiir den Prognoseoperator eines Worts a = a;...a; €
¥! unter Beachtung von Gleichung (7.9) aus Proposition 7.5, der Definition
von M und der Regeln der Matrixmultiplikation Folgendes gilt:

(ta)ij ar=a
(Ta)u,a),(j,b):{o ’ sonst (7.17)

woraus

Y Tangn = D (Ta)ij (7.18)

(i,a)eV i=1
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folgt. Damit

ng (@) = Z Tapo(i, a) Z Z (Tﬁ)(i,a)7(j,b)p0((jab))

(i,a)eV (i,a)€V (4,b)€V
. (7.17) , "

= > w0 Y Tawoy = D pol(G:0) Y (7a)iy

(j,b)EV (i’a) ev (j b)EV =1

L 7.16)
= ZZ Ta ij Zpo ]7 ( ZZ Ta 7,]a]

j=11i=1 bex j=11i=1
=3 (ra)ijeg; (0) = 7ag(0) = g(a)

7j=11=1 )

(7.19)

d

DEFINITION 7.8. Sei g ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor. Dann
nennen wir den in Satz 7.7 konstruierten Prognosegraphen G auch den
zu g und (g;) assoziierten natiirlichen Prognosegraphen.

9,(95)

KOROLLAR 7.9. Die durch Prognosegraphen induzierten stochastischen Pro-
zesse entsprechen genau der Klasse der endlich-dimensionalen stochastischen
Prozesse.

BEWEIS. Das folgt nun schnell aus den Sétzen 7.6 und 7.7. a

Im Zusammenhang mit zuldssigen Startzustdnden erhalten wir

LEMMA 7.10. Sei G, (4,) ein natiirlicher Prognosegraph, n := dim g und p* €

R™®I ein zuldssiger Startzustand (Definition 7.8). Dann gilt fir den durch
* induzierten stochastischen Vektor g*

= > (7 (:a)gi € V.

1=1 a€X

BEwEIs. Das folgt unter Ausnutzung der Definition eines durch einen zu-
lassigen Startzustand induzierten Vektors, der Definition eines natiirlichen
Prognosegraphen und Anwendung der Rechenregeln aus Proposition 7.5. [J

Desweiteren kann man HMM’s in ihrer graphischen Darstellung schnell als
Unterklasse der obigen Graphen erkennen:

PROPOSITION 7.11. Sei G = (G, Y, M, pg) ein Prognosegraph mit den zusdtz-
lichen Figenschaften, dass

V(v,w)e E: M(v,w) >0. (7.21)

YoeV: po(v) >0 (7.20)
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Dann ist der durch G induzierte stochastische Vektor gg ein Hidden Markov
Vektor.

BEWEIS. Das folgt, indem man Y : V — ¥ als Alphabetwechsel auffasst,
denn die zusatzlichen Bedingungen machen pg und M zu stochastischen Ma-
trizen (siehe die Definitionen 3.33,3.38 und 3.39). O

Wir beschlieffen diesen einfiihrenden Abschnitt mit zwei Definitionen, die
auf der Hand liegen und bei der Entwicklung des sich spater anschliefenden
Satzes iiber die Zusammenhangskomponenten notwendig sind. Beide sind
motiviert durch die Einsicht, dass eine Menge verschiedener Prognosegra-
phen dieselben stochastischen Vektoren induzieren kénnen. Zunichst einmal
geben wir der Situation, dass zwei Prognosegraphen im Wesentlichen gleich
sind, einen Namen:

DEFINITION 7.12. Zwei Prognosegraphen Gy und Go werden dquivalent ge-
nannt, falls

96, = 962 (7'22)
sie also, mit anderen Worten, denselben stochastischen Prozess induzieren.

BEMERKUNG 7.13. Zwei Prognosegraphen
G1 = (G1,Y1, My1,p1), G2 = (G2, Y2, M2, p2),

die beide natirliche Prognosegraphen ein und desselben g sind, sind trivia-
lerweise dquivalent. Insbesondere sind sich die Matrizen My und Mo dhnlich.

Insbesondere die mit Null belegten Kanten spielen keine Rolle bei der Be-
trachtung eines Prognosegraphen. Deshalb entfernen wir sie.

DEFINITION 7.14. Sei G = ((V,V x V),Y, M, po) ein Prognosegraph. Wir
nennen den durch Entfernen aller Kanten (v,w) mit M(v,w) = 0 entste-
henden Graphen den reduzierten Prognosegraphen von G. Offensichtlich
sind die beiden Graphen dquivalent.

Wir schliefen mit einem Lemma, das dquivalente Prognosegraphen erkennen
lassen hilft.

LEMMA 7.15. Seien G1 = G (4 = (G1 = (V1, E1),Y1, M1, po) und Gy =
Gg.(hi) = (G2 = (Va, E), Y2, Ma, qo) zwei natirliche Prognosegraphen ein
und desselben stochastischen Vektors g. Seien p1 € RV, q1 € R? zwei zu-
lassige Startzustinde gemdf Definition 7.3 von Gy bzw. Gs. Dann sind die
Prognosegraphen G, = (G1,Y1,Mi,p1) und G, = (Ga,Y2, M, q1) genau
dann dquivalent, falls im Prognoseraum V,

S i) = S pa((G @)

i=1 a€X i=1 a€X
gilt.
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BEWEIS. Das ist eine direkte Folgerung von Lemma 7.10. (]

7.2. Ergodische Zerlegung von Prognosegraphen

Dieser Unterabschnitt hat zum Ziel, ein zur Theorie der Markov-Ketten
analoges Resultat zu erzielen. Dort kann man die Menge der Zustdnde in
disjunkte Mengen von irreduziblen, abgeschlossenen Mengen von Zustén-
den plus einer Menge von Zustédnden, die man als “vergénglich” bezeichnet,
zerlegen (siehe z.B. [GS01]). Wir haben in Kapitel 5 eine ergodische Zer-
legung endlich-dimensionaler stochastischer Vektoren vorgestellt. Ubertragt
man dieses Ergebnis auf Prognosegraphen, erhélt man ein der Theorie der
Markov-Ketten dhnliches Ergebnis.

Wir starten diesen Unterabschnitt mit ein paar illustrierenden Formalité-
ten. Betrachten wir bei gegebenem g samt Basis (g;) mit n := dim ¢ den da-
zu assoziierten natiirlichen Prognosegraphen G, ) =: (V,V x V), Y, M, po)

und definiert man e; ,) € RY" durch

. 1 (]7 b) = (7:7a)
€ ,0)) = )
o (10 {0 (5:) # (i)
so kann man die Prognoseoperatoren als Endomorphismen des Vektorraums
samt kanonisch gegebener Basis
(€(i,0))(i.0)ev
auffassen. Beziiglich dieser Basis hat M dann die folgende Gestalt (sei ¥ =

{at,...,am}):

[7a,] € an oo [rar] € an
M— [Ta2] E R™ : [7712] E R™ e RMZIxnIZ
[Tam] cR” ... [Tam] € R™

wobei die 7, gerade mit Koordinatendarstellungen beziiglich der Basis (g;)
identifiziert werden. Weiter gilt dann nach Definition

0 0
0 0
T, = [Ta] [Ta] € RMUExnIE]
0 0
0 ... 0

T, besteht ndmlich nach Definition gerade aus den Zeilen von M, die zu den
Basisvektoren e(; ,),4 = 1,...,n gehtren und ansonsten aus Nullen. Setzen
wir

VaeX: Wy:i=spanieq |i=1,..,dim g},
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so stellen wir also fest, dass
Im(T,) C W,. (7.23)

Wir bemerken weiter, dass die zu zwei e(;, 4,), €(iy,a,) gehorenden Spalten
von den 7, und damit auch von M identisch sind, falls i; = io. Daher gilt
fir alle a,a1,a0 € X,i=1,...,n

n

Tule(an) = Tale(ian) = D (Ta)ije(ia).

i=1
Mit diesen Erkenntnissen im Hinterkopf treffen wir nun ein paar Vorbe-
reitungen fiir den spateren Satz iiber die Zusammenhangskomponenten der
natiirlichen Prognosegraphen.

SATZ 7.16. Sei g ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor (dim g =:
n) und (g;)j=1,..n eine Basis von V,, so dass die g; stochastisch sind, und
weiter ng(gj) =:(G,Y, M,py) der dazu assoziierte Prognosegraph. Dann sind
die Matrix M sowie die Prognoseoperatoren I, wie oben als Endomorphis-
men von RV aufgefasst, stabil.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass die T, stabil sind. Zunédchst bemerken
wir, dass (siehe Gleichung (7.23))

VoeX: Ty(Wp) C W,

Daher reicht es, die Stabilitat fiir Elemente von W, zu iiberpriifen. Mit den
Bezeichnungen von oben gilt aber nun (7, identifizieren wir wiederum mit
einer entsprechende Matrixdarstellung beziiglich (g;))

Ta|Wa =Ta

und die Behauptung folgt aus der Stabilitdt der 7,. Gemaf Satz 3.29 las-
sen die Prognoseoperatoren 7, den Prognosekegel K, C V, invariant. Wir
erhalten nun fiir alle ¢ € 3 Isomorphismen

O, YV, — W,
9gi Y7  Cja

und somit jeweils einen echten Kegel
K, = ®4,(Ky) C W,.

also gewissermafien K, jeweils eine Kopie von K, in W,. Es gilt dann fiir
alle a,be X

T,(K}) C K,.

Wir betrachten nun
K = @ K, C RY
a€y

und stellen fest, dass es sich um einen echten Kegel handelt, der nun von allen
T, invariant gelassen wird. Damit wird K natiirlich auch von M =3 aexs Ta
invariant gelassen. Da M komponentensummenerhaltend ist, folgt die Aus-
sage mit Satz 12.10, wenn man beachtet, dass die dort geforderte Eigenschaft
(12.9) aufgrund der Eigenschaften des Prognosekegels und der Wahl der Ba-
sis (g;) als stochastische Vektoren erfiillt ist. 0



162 7. PROGNOSEGRAPHEN

Die nun folgende Proposition schliefilich liefert Aufschluss iiber die Eigen-
werte der T, und M.

PROPOSITION 7.17. Sei g ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor,
n = dim g und (g;)i=1,..n eine Basis von Vg, 1 : Vg — V, der Evoluti-
onsoperator und weiter G, ;) = (G,Y, M,pg) der dazu assoziierte Prognose-
graph. Dann gilt fiir die charakteristischen Polynome Py, P, der jeweiligen
Operatoren

Pu(X) = X"'(|Z|_1)PM(X)- (7.24)

BEWEIS. Wir betrachten das folgende

LEMMA 7.18. Sei A; € C"*" i =1,...,m eine endliche Familie von Matrizen
und sei B := )" A; deren Summe. Sei weiter

A o A
C = ..' E Cmnxmn
Apn .. An

Seien Pp(X) und Po(X) die jeweiligen charakteristischen Polynome. Dann
gilt

Po(X) = X"m=1 py(X). (7.25)
Beweis des Lemmas: Es gilt:
A — X -Id, A A
Ay Ay— X -Id, ... As
Po(X) = det _ _ ' _
B-X-Id, B—X-Id, ... B—X-Id,
Ay Ay — X -Id, ... As
= det ] . . .
A A Ap— X -1d,)  (7:26)
B— X -Id, 0 0
A, —X - Id, 0
= det .
Am 0 ... —X.Id,

= det(B — X - Idy) - (det(~X - Id,))" " = P5(X) X",

wobei die zweite Gleichung durch Addition des zweiten bis m-ten Zeilen-
blocks auf den ersten folgt und die dritte Gleichung durch Subtraktion des
ersten Spaltenblocks vom zweiten bis m-ten Spaltenblock. O
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Weiter im Beweis der Proposition: Die Behauptung folgt nun durch
Anwendung des Lemmas auf die Zerlegung M = s T,. O

Nun zum namensstiftenden Ergebnis dieses Unterabschnitts. Zum genauen
Verstdandnis bendtigen wir zundchst eine graphentheoretische

DEFINITION 7.19. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Fine Teilmenge
von Knoten W C V heifit abgeschlossen, falls

VweW: Aw*elly: (w,w)€E,

d.h. also wenn keine Kanten aus V1 herausfihren. Existieren fir zwei Knoten
v1,v2 € V jeweils gerichtete Pfade von vy nach ve und andersherum, so sagt
man, dass v1 und vo kommunizieren. Fine Teilmenge W C V wvon Knoten
heiffit dann irreduzibel, falls alle Paare wi,wy € W kommunizieren.

Natiirliche Prognosegraphen ergodischer stochastischer Vektoren enthalten
nun, unabhéngig von der Auswahl einer Basis fiir den Graphen, immer genau
eine irreduzible, abgeschlossene Menge von Knoten. Stochastische Vektoren
g, deren stationdrer Raum £, := [, NV, die Dimension n hat, die nicht
ergodisch sind, erlauben die Auswahl einer Basis, so dass der resultierende
Prognosegraph genau n irreduzible, abgeschlossene Komponenten hat.

SaTz 7.20 (Ergodische Zerlegung von Prognosegraphen). Sei g ein endlich-
dimensionaler stochastischer Vektor. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) g ist ergodisch.
(ii) dim Fig(M;1) =1 fir alle natirlichen Prognosegraphen von g.
(iii) Fir alle Basen (g;) enthilt der reduzierte Prognosegraph Gg.(g;) des
dazu assoziierten natirlichen Prognosegraphen genau eine irreduzi-
ble, abgeschlossene Teilmenge von Knoten.

Genauer gilt: Ist n := ergdimg die ergodische Dimension von g, so fin-
det man einen reduzierten, natirlichen Prognosegraphen von g, der genau n
irreduzible, abgeschlossene Komponenten hat.

BEWEIS.

“(i) = (ii)”: Ist g ergodisch, so hat der Eigenraum des Evolutionsoperators
i Vg — V, zum Eigenwert 1 geméfi Korollar 4.83 die Dimension 1. Geméf
Proposition 7.17 und der Stabilitit von p (Satz 3.8) erhalten wir damit, dass

der Eigenraum von M zum Eigenwert 1 ebenfalls Dimension 1 hat.

“(il) = (iii)”: Wir betrachten fiir alle (j,0) € {1,...,n} x X die Folgen

n—1
1
(P = = D M¥e(p).
k=1
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Diese konvergieren wegen (ii) und weil M stabil (Satz 7.16) und damit geméaf
Satz 10.14 summierbar und komponentensummenerhaltend ist ist, unabhin-
gig von (7, b) alle gegen den Eigenvektor p von M zum Eigenwert 1. Schreiben

wir .
p= Z Z Q(3,a)€(i,a)
i=1 a€X¥
Sei (i, ap) nun so, dass o, 4,) 7 0 (solche gibt es wegen > i | >~ v (i 0) =
1). Wir schreiben weiter

Mk(f(j’b) = Z Z(ﬂk)(i,a)e(i,a)’

i=1 a€eX
Wegen

n—1 n
1 k _
Jim =% Megy =p=) ) aacia
k=1 i=1 a€x
finden wir demnach fiir alle (j,b) ein k; ), so dass

(ﬁk’(j,b) )(’i(),a()) # 0.

Mit anderen Worten erreichen wir im reduzierten Graphen vom Knoten (7, b)
den Knoten (7o, ao) in k; ) Schritten. Daraus folgt offensichtlich, dass es kei-
ne zwei abgeschlossene Komponenten geben kann. Die Behauptung folgt mit
dem sich anschliefenden Lemma. (]

LEMMA 7.21. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Dann enthdlt G eine
nicht-leere, irreduzible, abgeschlossene Komponente.

Den Beweis fithren wir [L#t06] mit Induktion iiber die Anzahl n := |V| der
Knoten von V. Im Falle n = 1 tut es der einzige vorhandene Knoten. Habe
V nun n + 1 Knoten. Enthélt der Graph keine zwei Knoten, die miteinander
kommunizieren, so enthélt er keine gerichteten Kreise. Deshalb finden wir in
diesem Fall einen Knoten, aus dem keine Kanten hinausfiithren, und erhal-
ten somit die Behauptung, da dieser Knoten eine irreduzible, abgeschlossene
Menge bildet. Finden wir zwei Knoten v;, v2, die miteinander kommunizie-
ren, so sind wir fertig, falls {vy, vy} abgeschlossen ist. Falls nicht, definieren
wir einen neuen Graphen G* = (V*, E*), mit nunmehr n Knoten, indem wir
v1 und vy zu einem Knoten v zusammenfassen, d.h.

V=V \{v,02}) U {v}
und

(u,w) € E u,w € V\{v1,v2}
(u,w) € B* <= (vi,w) € EV (vo,w) € E u=v,weV\ {vy,ve}

(u,v1) € EV (u,v2) € B w=wv,uecV\{v,va}
sowie (v,v) € E*, falls im urspriinglichen Graphen eine Kante zwischen v;
und vs verlief. Nach Induktionsvoraussetzung enthilt VV* dann eine irreduzi-
ble, abgeschlossene Komponente. Es ist ein Leichtes, einzusehen, dass deren

Ubertragung auf den urspriinglichen Graphen ebenfalls irreduzibel und ab-
geschlossen ist. (]
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“(iii) = (i)™ Sei g nicht ergodisch. Geméf dem Satz iiber die ergodische
Zerlegung lasst sich g als Mixtur endlich vieler ergodischer Komponenten-
vektoren schreiben: .
9= Z Qi Gi,
i=1

wobei die g; linear unabhéngig sind und weiter gilt

Vg =Vig P - P Vg P O,

Wir setzen k; := dim Vp,, und ko := dim O, und konstruieren eine passende
Basis von stochastischen Vektoren

6= {g117 ey Glkys -5 9nly -y Onky, h17 ceey h’k’o}a
von V,, so dass jeweils
Span{QZ] | ] = 17 ceey kz} = Vﬁgi
und die h; als beliebige stochastische Vektoren gewidhlt seien. Wir behaup-

ten, dass der reduzierte Prognosegraph von G, ¢ mindestens n irreduzible,
abgeschlossene Komponenten hat. Dazu bemerken wir, dass

Ya € ¥ : TaGij € Vﬂgi

und damit, dass die 7, beziiglich einer solchen Basis die Gestalt

[Ta|vﬁgl] 0 0

0 [Ta|vﬁ92] 0

Ta = 0 0 0
0 0 [Tah)ﬂgn]

annehmen. Nach Definition der reduzierten Prognosegraphen gibt es daher
keine Kanten, falls die beteiligten Knoten von verschiedenen Komponenten
Vigi» Viig;» @ # J herriihren, was zeigt, dass die entsprechenden Komponenten
abgeschlossen sind. Bemerkt man weiter, dass die durch die zu einer Kom-
ponente gehorenden, induzierten Teilgraphen bei entsprechender Wahl des
Startvektors gerade reduzierten, natiirlichen Prognosegraphen von fig; ent-
sprechen, so folgt die Behauptung nun aus der bereits bewiesenen Richtung
“(ii) = (iii)". O






KAPITEL 8

Quanten-Prognose-Modelle

A quantum system is a useful abstraction
which frequently appears in the literature,
but does not really exist in nature.

Asher Peres

Die Beschreibung endlich-dimensionaler Prozesse gelingt auch noch mit
einem ganz anderen Mechanismus, dessen Motivation der Beschreibung sto-
chastischer Phdnomene der Quantenmechanik zuzuordnen ist. Hier agieren
lineare Operatoren auf dem Raum der selbst-adjungierten Matrizen einer ge-
wissen Dimension und Wahrscheinlichkeiten lassen sich als die Spur der durch
die Operationen resultierenden Matrizen ablesen. Der in diesem Abschnitt
entwickelte Kalkiil ist im Wesentlichen Faigle ([Fai05a]) zu verdanken.

Sei in diesem Abschnitt immer V' ein Vektorraum iiber den komplexen
Zahlen C einer endlichen Dimension n. Ist z = x+4iy € C, so bezeichne z* :=
x — 1y den komplex konjugierten Wert von z. Ist A = (ajj)i j=1,..n € C**"
eine komplexwertige Matrix, so sei

A= (af)

die dazu komplex konjugierte (oder auch adjungierte) Matrix.

8.1. Der Zustandsraum

Wir starten diesen Abschnitt mit der Definition des Raums der Zustén-
de, im Wesentlichen der Raum der selbst-adjungierten Matrizen iiber V.

DEFINITION 8.1. Wir setzen
Sn = {Q 6 (Cnxn | Q — Q*}7

also 8™ der R-Vektorraum der Matrizen (auch selbst-adjungierten Matrizen
genannt) uber V (bemerke, dass Addition zweier selbst-adjungierten Matri-
zen sowie Multiplikation mit einer reellen Zahl wiederum eine selbst-adjun-
gierte Matriz ergibt). Wir nennen dies in Zukunft den zu V assoziierten
Zustandsraum. selbst-adjungierte Matrizen () werden dementsprechend als
Zustand gehandelt.

167
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Man bemerke, dass eine selbst-adjungierte Matrix ) ausschliefilich reelle
Eigenwerte {\1,...,\,,} samt einer dazu passenden Orthogonalbasis von Ei-
genvektoren {vy, ..., v, } hat. Es gilt dann

n
Q: E )\Z'UZ'U;(,
=1

wobei v} der zu v; transponierte Vektor sei (beziiglich einer wie auch immer
gewihlten Koordinatendarstellung) und daher weiter

n n
tr@Q :=trace@Q = Zqz‘i = Z)‘i'
i=1 i=1

DEFINITION 8.2. Wir nennen einen Zustand (Q nicht-negativ, falls
YoeV: oTQu>o0.

Die Menge der nicht-negativen Zustinde v € S™ bezeichnen wir mit S'.
FEinen nicht-negativen Zustand Q@ mit trQQ = 1 nennen wir im Finklang
mit der in der Quantenmechanik iblichen Sprechweise Dichtematrix oder
Quantenzustand.

BEMERKUNG 8.3. Der Zustandsraum S™ hat, wie oben definiert, als R-
Vektorraum aufgefasst, die Dimension n?, wie man auf die folgende Art und
Weise einsieht: Fir alle Q € S™ gibt es A, B € R™*" mit den Eigenschaften

A = AT,
B = -BT,
Q = A+iB,

d.h. also A eine symmetrische Matriz, B eine schiefsymmetrische Matriz,
so dass Q = A+ iB (und folglich Q* = A — iB). Da die Diagonalelemen-
te einer schiefsymmetrischen Matriz gleich Null sein missen, folgt, dass die
Dimension von S™ diber R gleich n? ist.

BEMERKUNG 8.4. Sei S C 8™ die Menge der nicht-negativen Zustinde.
Dann féllt auf, dass S einen echten konvezen Kegel bildet und es gilt weiter,

dass fiir alle Q € SY
Q=0 < tr@Q@=0
gilt. Daraus folgt natiirlich, dass tr Q@ > 0 fiir Q € S*.

8.2. Schatten-Normen

Eine fiir uns wichtiges technisches Hilfsmittel wird eine Norm auf dem Zu-
standsraum, die der Klasse der Schatten-Normen zuzurechnen ist ([Sch60]).
Zum Verstidndnis dieser Klasse von Normen benstigt es ein wenig Vorlauf.
Ist A € C"*™ eine diagonalisierbare Matrix, so dass

A= S Ydiag(\i, ..., \n)S
und f : C — C eine Funktion, so definieren wir

F(A) = S diag(f (A1), .. f(An))S-
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In diesem Sinne ist
|A| == /(AA*)

zu verstehen, wobei wir bemerken, dass A A* fiir beliebige Matrizen A € C™*"
immer selbst-adjungiert und damit diagonalisierbar ist. Wir erhalten dann
die folgende

DEFINITION 8.5. Fir alle p > 1 definieren wir Abbildungen
Ilp: € —  RT
A = {/tr|Alp

und nennen dies die p-te Schatten-Norm.

Dies sind tatsédchlich Normen, was in [Sch60] verifiziert wird. Fiir selbstad-
jungierte Matrizen machen wir eine

BEMERKUNG 8.6. Ist A € C"*" selbstadjungiert, so dass
A = S Y diag(\1, ..., \n)S,
dann gilt

All, =

DA = 1O A s
i=1

wobei der letzte Term mit der iblichen p-Norm auf dem R™ zu identifizieren
ist. Insbesondere gilt demnach

n
1Al =) Ni=trA (8.1)
i=1
fiir eine nicht-negative, selbstadjungierte Matriz A.

Die Schatten-1-Norm kann man fiir selbst-adjungierte Matrizen dariiberhin-
aus noch in einem anderen Licht betrachten:

BEMERKUNG 8.7. Ist D = diag(\1,...\p,) € R™ "™ eine Diagonalmatriz, so
definieren wir zundchst AT := max{\,0},\” := max{—\, 0} fir A\ € R und
weiter

DT = diag(\], ..., ),
D™ = diag(A{,..., \,),

so dass D = DY — D~ Ist Q € C™™™ eine selbstadjungierte Matriz, so dass
Q = S7'DgS mit Dg := diag(A1, ..., \n), so definieren wir demgemdfs

QY = S7'D}S,
- 1 y—
Q™ = 57Dy,
wobei offensichtlich beide Q,Q~ € St und dariberhinaus

Q=Q"-Q". (8.2)
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Fir die Schatten-1-Norm gilt dann weiter

QI =trQT +trQ~. (8.3)

8.3. Quanten-Prognose-Modelle

Wir fahren nun damit fort, eine alternative Parametrisierung endlich-
dimensionaler Prozesse anzugeben.

DEFINITION 8.8. Sei X ein endliches Alphabet. Dann nennen wir ein Tupel

(V7 (Ta)aéEy QO)

bestehend aus einem linearen Unterraum V C 8™ eines Zustandsraums S”,
(R-)linearen Operatoren T, : V — V und einem ausgezeichneten Zustand
Qo €V ein Quanten-Prognose-Modell, falls die folgenden Bedingungen
erfullt sind:

tr QO = 1, (8.4)
VQeV: trv(Q)=trQ, (8.5)
Vaes : trTaQo € [0,1], 8.6

wobei der lineare Operator V :V — V durch die Vorschrift

V(@) =) Tu(@)

(A

definiert sei und weiter fir ein Wort a = ay...a; der lineare Operator
T =Ty, 0...0T,,

(und formal Tn = Id) gemeint sei.

BEMERKUNG 8.9. Mit den zuletzt aufgefiihrten Definitionen gilt natirlich

VQeV, teN: T(Q) =) Ti(Q).

acxt

Wir kommen nun zur Hauptaussage des Abschnitts. Quanten-Prognose-Modelle
induzieren endlich-dimensionale stochastische Vektoren und damit einen endlich-
dimensionalen stochatischen Prozess.

SAaTz 8.10. Sei (V,(Ty)acx, Qo) ein Quanten-Prognose-Modell tber einem
endlichen Alphabet X. Dann ist

g: X — R
a — tTTaQO

ein endlich-dimensionaler stochastischer Vektor.
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BEWEIs. Es ist g(a) € [0, 1] wegen Eigenschaft (8.6) und

g(0) =trToQo=1trldQo=1trQy=1
nach Eigenschaft (8.4). Weiter gilt

og(a) = Z g(aa) = Z tr TzaQo

a€Y a€Y
=tr > T,TaQo = tr ¥T5Qq
aey

8.5
(%) trTzQo = g(a)

womit gezeigt wire, dass g stochastisch ist. Zur Vervollstdndigung der Aus-
sage bleibt zu zeigen, dass die Matrix

Py = (9(66))@562* e R¥

endlich-dimensional ist. Dazu wéhlen wir eine Basis (@1, ..., @,,2) von V und
betrachten nun die Matrix

2 *
Hg = (”’ T&Qi)ie{l,...,nQ},an* e R s

die wegen der endlichen Anzahl von Zeilen endlichen Rang hat. Wir setzen
nun fiir alle a € ¥*

TL2
TaQo =: E OZz',an‘
i=1
und sehen, dass

2 2

n n
g(@b) = tr Ty Qo = tr T Z a;aQi = Z a; atr TpQs,
i=1 i=1

also die Zeilen von P, gerade Linearkombinationen von Zeilen von II, sind,
woraus die Endlichkeit des Rangs von P, folgt. O

Es bleibt zu zeigen, dass umgekehrt jeder endlich-dimensionale stochastische
Vektor als von einem Quanten-Prognose-Modell induzierter Vektor rekon-
struiert werden kann. Das ist tatsidchlich moglich:

SATZ 8.11. Sei g € ZEM ein stochastischer Vektor, so dass dim g =: n < oco.
Sei weiter (g;)i=1,..n eine Basis des Prognoseraums V,, wobei die g; als sto-
chastische Vektoren gewdhlt werden. Dann sei S™ der zu V := C™ assoziierte
Zustandsraum und V C 8™ der lineare Unterraum der Diagonalmatrizen aus
S". Seien weiter die Koeffizienten aq;; iber die Beziehung

n
Ta9i =: E Qa5 95
Jj=1

gegeben. Wir setzen nun

D; := diag(0,...,0,1,0,...,0),
(2
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und definieren nun die Operatoren T, : V — V fir a € ¥ auf der Basis
(Di)i=1,...n von V durch die Vorschrift:

D;) = z”: i Dy,
=1

was durch lineare Fortsetzung auf die Gleichung

T.(Q) = diag(z i1 Qiiy - Z QainQii)-
i=1

i=1
Sind weiter die Koeffizienten oq; durch die Beziehung

n
g = E Q0;9;
i=1
gegeben, so setzen wir

Qo = diag(aoy, ..., on)-

Dann ist das Tupel Q4 := (V, (T4)aex, Qo) ein Quanten-Prognose-Modell, so
dass der durch Qg induzierte stochastische Vektor gerade g entspricht.

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass die T, offensichtlich linear sind. Aus

trQo = Z Qo; = Z aOzgz =g(0)=1
i=1
folgt (8.4). Weiter gilt fiir Q € V (und ¥ = Za Ts)

treQ) =tr > T.(Q) =Y trT.(Q)

aeL agX
n

IS P Z Qu)_ D i

acd 1=1 j=1 aceYl j=1
= Z Qii Z Z aazgg] Z Qii Z Tagz

i=1 aed j=1 a€x
_ z 00 Y 0@) "= S Qun(©

acs 1=1

= Z Qi =1rQ

i=1

und damit (8.5). Sei nun @ = a;...a; € ¥.'. Wir werden nun zeigen, dass
trTa(Qo) = trTy, o...0 T, (Qo) = g(a) € [0,1] (8.7)

gilt, woraus (8.6) als auch der Rest der Behauptung folgen. Dafiir schreiben
wir fiir ein Wort @ € X und einen Vektor h € V,

Tah = (1ah)igs,

also die (73h); die Koeffizienten der Darstellung der 7;h iiber der Basis (g;)
und zeigen allgemeiner

(TaQo)ii = (Tag)is (8.8)
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woraus die Behauptung wegen

trTa(Qo) = ) (1ag)i = Y _(7a)igi(0) = 1a9(0) = g(a)
folgt. (8.8) zeigen wir nun mit vollstdndiger Induktion iiber ¢. Fiir t = 1 und
a € ¥ gilt (beachte: aij = (709i);)

n n
(TaQo)is = > qajicioj = Y _ 0;(Tagy)i
=1

=1
= (ralaojg)i = 7a(d_ a0jg;)i = (Tag)s,
j=1 j=1

womit der Anfang gemacht wére. Sei nun ¢ > 1 und @ = a;...aza;41 € XL
Dann

(TaQo)i = ( at+1( ar...a;Q0) )i _Zaat+1]1 a.. at)]]

7=1
n

n
(Iv)
= Z aat+1ji(7—a1---at9)j = Z(Tat+1 (Tal---atg)jgj)i

=1 =1
Tat+1 E 7_(11 atg ]g] (T&g)i'

O

KOROLLAR 8.12. Die endlich-dimensionalen stochastischen Prozesse ent-
sprechen gerade der Klasse der durch Quanten-Prognose-Modelle induzierten
Prozesse.

BEMERKUNG 8.13. Wir bemerken, dass im Falle der Fxistenz eines echten,
polyedrischen Kegels K C V,, der von den Prognoseoperatoren 7, invariant
gelassen wird, also gemdf Satz 3.44 im Falle eines Hidden-Markov-Vektors
g, die oben gewdhlte Basis (g;) durch ein Erzeugendensystem (hy) dieses Ke-
gels ersetzt werden kann. Es gilt dann T,(V1) C V4 fir alle a.

8.4. Quanten-Markov-Ketten

Ein Beispiel fiir Quanten-Prognose-Modelle sind Quanten-Markov-Ketten,
die man, wenn man so will, in Analogie zum Verhéltnis der endlich-dimensionalen
stochastischen Prozesse zu den Hidden-Markov-Modellen auffassen kann.
Wir geben im Folgenden die Definition an und zitieren einen Ergodensatz
fiir diese Klasse stochastischer Prozesse.

DEFINITION 8.14. FEin Quanten-Prognose-Modell (V, (1y)aex, Qo) mit Qo €
Vi = VN ST iber einem endlichen Alphabet ¥ nennen wir Quanten-
Markov-Modell, falls zusdtzlich zu den definierenden Figenschaften eines
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Quanten-Prognose-Modells gilt:
VaeX: T, Vy)CVy. (8.9)

BEMERKUNG 8.15. Tatsdchlich ersetzt Figenschaft (8.9) Eigenschaft (8.4),
da fiir alle nicht-negativen Zustinde Q € SV gilt, dass tr QQ > 0 (siehe Be-
merkung 8.4), denn mit Eigenschaft (8.5) folgt

1=trQo=1tr(9)'Q "2 3~ tr Ta(Qo)
aext

und damit wegen T5(Qo) C V4 durch iterierte Anwendung von (8.9) und
tr@Q >0 fir Q € V4 (Bemerkung 8.4)

trTa(Q) € [0,1].

Deshalb sind auch alle Tupel (V,(T,)aes, @), so dass Q € V4 und tr@Q =1
Quanten-Markov-Modelle.

Fiir Quanten-Markov-Modelle 1dsst sich nun eine Art Ergodensatz beweisen,
die solchen Modellen starke ergodische Eigenschaften zusichert. Dafiir bend-
tigen wir noch die folgende Definition:

DEFINITION 8.16. Wir nennen ein Quanten-Prognose-Modell

Q - (V7 (Ta)aEXh QO)

evolutionssummierbar, falls der Limes

n—1

_ . 1 :
Qo := lim — > ¥H(Qo)
t=0
existiert. Den Limes Q¢ nennen wir dann auch Grenzzustand von Q.
Lange Rede, kurzer Sinn:

SATz 8.17. Ein Quanten-Markov-Modell Q := (V, (1 )aes, Qo) ist evoluti-
onssummierbar. Der resultierende Grenzzustand Qg von Q ist ein Figenvek-
tor von VU zum Figenwert A = 1.

BEWEIS. Das sich anschliefende Lemma wird zeigen, dass der Evolutions-
operator ¥ stabil ist. Daher folgt der Satz mit Hilfe der Aquivalenz von
Stabilitdt und Summierbarkeit, sieche Satz 10.14. O

Hier der fehlende Baustein:

LEMMA 8.18. Sei Q := (V, (Ta)acs, Qo) ein QMM iber einem Alphabet .

Dann ist der Evolutionsoperator ¥ = 3 < T, stabil.
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BEWEIS. Sei ||.||; die durch Definition 8.5 gegebene Schatten-1-Norm. Wir
werden zeigen, dass beziiglich der durch diese Norm auf V induzierte Ope-
ratornorm (die wir ebenfalls mit ||.||; bezeichnen)

W[y =1

gilt. Sei dazu zunéchst @) € V;. Dann wegen V() € V., Bemerkung 8.6 und
Eigenschaft (8.5)

QI =tr¥Q = trQ = [|Q]]1.
Ist nun Q € V, so gemék der Bemerkungen 8.6, 8.7

8.2)

1wl & W@t = Q) < [[WQ* | + [1wQ |
T+ 107 1h ot +tr o~ QI

woraus insgesamt die Behauptung des Lemmas folgt. (]

KOROLLAR 8.19. Ist Q := (V,(T4)eex, Qo) ein QMM, so ist auch Qg =
WV, (Ty)aex, Q) ein QMM fiir jede nicht-negative Dichtematriz Q@ € V4. Da-
her existieren alle Limites

1n—l
~ 1 ¢

Insbesondere existieren die Limites

1 n—1
TaQo = nll_)ﬂgo E Z ‘I’tTaQO
t=0

fir alle Wérter a € 3.

BEMERKUNG 8.20. Fir ein allgemeines Quanten-Prognose-Modell kann ei-
ne zu Satz 8.17 analoge Aussage nicht erzielt werden. Fir diese Modelle gilt
jedoch noch immer, dass die durch sie induzierten endlich-dimensionalen sto-
chastischen Prozesse evolutionssummierbar sind, siehe dazu Satz 4.43.

8.5. Beispiele von Quanten-Markov-Ketten

Einige prominente stochastische Objekte konnen nun als Quanten-Markov-
Ketten interpretiert werden.

8.5.1. Hidden-Markov-Prozesse. Unter Beachtung von Bemerkung
8.13 zu Satz 8.11 stellen wir fest, dass Hidden-Markov-Prozesse durch Quanten-
Markov-Modelle kodiert werden kénnen.
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8.5.2. Evolution von Wellenfunktionen. Ein Vektor ¢ € C" wird
in der Physik im Falle von ({.,.) bezeichne das Standardskalarprodukt des

C")
9]l = v/ (v,0) =1

auch als Wellenfunktion bezeichnet. Ist U € C"*™ eine unitidre Matrix,
so ist auch v, := U’t) eine Wellenfunktion fiir alle t € N. Wellenfunktionen
) kann man nun iiber die Beziehung (fasse v» € C"*! als Matrix auf)

Qy = YyY°
mit selbst-adjungierten Matrizen identifizieren. Fiir die Wellenfunktion ),
gilt dann

Quy = Up(U')* = Ut (U = U'yy*(U")' = U'Qy(U™)".
Dieses Modell lésst sich durch die Definition
T7,Q :=9vQ :=U0UQU~
fiir alle @ € 8™ mit einem Quanten-Markov-Modell iiber dem Alphabet {a}

auffassen (beachte, dass offensichtlich 7,,(S%) C S} nach Definition der T,
gilt).

8.5.3. Quanten-Irrfahrten auf Graphen. In [AAKV02| wird das
folgende Modell einer Quanten-Irrfahrt auf einem Graphen entworfen.

DEFINITION 8.21. Ein Tripel (G,U,v) bestehend aus einem gerichteten, d-
requliren Graphen G = (V,E), einem unitiren linearen Operator U : CV —
CN mit N :=d-card(V') und einer Wellenfunktion 1 € CV wird Quanten-
Irrfahrt (auf G) genannt, falls die folgenden Eigenschaften vorliegen:
(a) Es gibt eine Menge A mit card(A) = d und eine Abbildung ¢ : E —
A, so dass die Mengen

cla)CECV XV

fir alle a € A als Permutation der Knoten aufgefasst werden kdn-
nen.

(b) Identifiziert man die Vektoren €(v,q) der Standardorthonormalbasis
von CN mit Paaren von Knoten und Markierungen (v,a) € V x A,
so gilt

Ue(,a) € span{eqy o) [v" € N(v) U{v}},

wobei N(v) die Menge der von v aus erreichbaren Knoten von V
18t.

Die Evolution der Wellenfunktion ¢» € CV sei nun wie oben in Abschnitt
8.5.2 durch U (d.h. ¢y = U't) beschrieben. Die Wahrscheinlichkeit, sich

zum Zeitpunkt ¢ € N in einem Knoten v aufzuhalten, wird dann definiert
durch

pt(v | ¢) = Z |<e(v,a)7wt>|27

acA
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wobei mit (.,.) wiederum das Standardskalarprodukt auf dem C" gemeint
sei. Aharonov et. al. ([AAKVO02]) zeigen dann, dass die Limites

n—1

_ .1
p(v,¢) = lim — ;ptw ) (8.10)
fiir alle v € V existieren.

Wir sind nun in der Lage, ein Quanten-Markov-Modell zu basteln, in
welchem die Wahrscheinlichkeiten p;(v [¢)) auf natiirliche Art und Weise aus-
gelesen werden konnen. Die Existenz der Limites (8.10) ergibt sich dann als
einfaches Korollar von Satz 8.17.

P |9) = ey, ve)* = (Potbr, Poily)

a€A
=tr Pv¢t(Pv¢t)* =tr Tvqthw

PROPOSITION 8.22. Sei W := (G,U,v) eine Quanten-Irrfahrt mit N =
d-card(V). Sei weiter
P, CcN _ cN
Z(v’,a) A ,a)C(v'a) 7 Zﬂ,’?/j] Qo 0)€(v' ,a)

die Projektion auf den linearen Unterraum von CV, der zu einem Knoten
v €V “gehért”. Darauf aufbauend betrachten wir

T,: SN — SN
Q — PUUQ(PUU)*a

offensichtlich ein linearer Operator auf SV. Dann ist

Quy = (SN7 (Tv)vEV7 Qw = WP*)
ein Quanten-Markov-Modell iber dem Alphabet > =V der Knoten, so dass

pe(v ) = tr T,9'Qy (8.11)
fir die oben eingefihrten Wahrscheinlichkeiten gilt.

BEWEIS. Wir stellen zunédchst fest, dass geméf obiger Notationen wegen
> wev Po = Iden

VQ=> T,Q=) PUQPU)"=UQU"

veV veV

gilt. Zunichst stellen wir fest, dass es sich bei Q) tatsidchlich um ein Quanten-
Markov-Modell handelt. Offensichtlich handelt es sich bei @), nach Definition
einer Wellenfunktion um eine Dichtematrix, also @y € Siv sowie tr (), = 1.
Desweiteren gilt tr V@ = tr UQU™* = tr () und offensichtlich nach Definition
T,(S8Y) c SY, womit geméf Bemerkung 8.15 die definierenden Eigenschaf-
ten eines Quanten-Markov-Modells iiberpriift wéren.
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Zum Beweis von Gleichung (8.11) rechnen wir (sei ¢y =: 3, ) ¥(v,0)€(v.a))

pt(v | ¢) = Z |<€(v,a)’7;bt>|2 = Z |0‘(v,a)|2

acA acA
= Z O‘Ekv,a)a(v,a) = <Z C(y,0)C(v,a)s Z a(v,a)e(v,a)>
acA a€A acA
= <Pv¢ta Pv¢t> =tr Pv¢t(Pv¢t)*
= tr T,0'Qy,
wobei wir bemerken, dass fiir z € CV gerade tr zz* = (2*, 2) gilt. O

Nun ist offenbar, dass Existenz der Limites (8.10) als Korollar von Satz 8.17
erhalten wird.



KAPITEL 9

Zusammenfassung und Ausblick

Ich danke fiir die Moglichkeit,

hier haben sprechen zu kénnen.

Ich will nicht recht behalten -

diese Sdtze sind fir die Diskussion da.

Kurt Tucholsky

9.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir ein neues Modell zur Betrachtung von dis-
kretwertigen, diskretzeitigen stochastichen Prozessen vorgestellt. Wir hatten
dabei im Auge, die Klasse der endlich-dimensionalen stochastischen Pro-
zesse hinsichtlich einer Reihe von Kriterien zu iiberpriifen, die meist mit
ergodentheoretischen Begriffen in Zusammenhang stehen. Dies taten wir mit
dem Fernziel, fiir die Unterklasse der “hochgradig nicht-stationdren” endlich-
dimensionalen Prozesse zunichst eine mit der Intuition konsistente Definition
liefern zu konnen und schlieflich Lernalgorithmen fiir diese Unterklasse zu
konstruieren.

Wir haben auf dem Weg dahin Etliches mehr erreicht. Tatsédchlich ist
die Klassifizierung endlich-dimensionaler Prozesse nun deutlich besser méog-
lich. Wir schlagen vor, die entsprechenden Definitionen analog zu denen der
Markov-Prozesse vorzunehmen (siehe Abschnitt 5.3). Diese orientieren sich
meist an den Eigenschaften der Ubergangsmatrizen. In Kapitel 4 haben wir
gezeigt, dass mit dem Studium der Eigenschaften des Evolutionsoperators
entsprechende Ergebnisse hervorgebracht werden. Essentielles Argument fiir
diesen Ratschlag ist z.B. die ergodische Zerlegung aus Kapitel 5.

Uber die Fahigkeit hinaus, endlich-dimensionale Prozesse beziiglich etli-
cher Begriffe aus der Ergodentheorie nun griffig charakterisieren zu kénnen,
haben wir gezeigt, mit unserer Form der Modellierung weitere Fragestellun-
gen in Angriff nehmen zu kénnen. In Kapitel 2 haben wir erkannt, dass end-
liche, signierte Pramafie {iber einem diskretwertigen Sequenzraum eindeutige
Fortsetzungen genieflen und daher das Studium ihrer Vektorraume mit dem
Studium der Sequenzen iiber den abzihlbar vielen Wértern eines endlichen
Alphabets dquivalent ist. Wir haben dabei bemerkt, dass eine Formulierung
der Norm der totalen Variation fiir endliche, signierte Pramafe in unserem
Modell viel einfacher mdoglich ist. “Schwache Skorokhod” Konvergenz ldsst
sich deshalb mit den Begriffen unseres Modells sehr natiirlich ausdriicken.

179



180 9. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Wir haben durch die verbesserte Formulierung der Prognoseoperatoren in
Kapitel 3 bereits vorhandene Versuche, d4hnliche Modelle aufzusetzen, deut-
lich vereinfacht. Dies gelingt, indem wir die betrachteten Vektorrdume als die
Untervektorrdume gréfierer und durch die Ergebnisse aus Kapitel 2 wohlbe-
griindeter Vektorrdume aufgefasst haben. Dadurch ist es uns gelungen, das
Identifikationsproblem und das ihm verwandte Problem des Erkennens von
Hidden-Markov-Modellen, sicherlich der Anlass fiir alle derartigen Modellie-
rungsversuche, deutlich elementarer niederzuschreiben.

In Kapitel 4 haben wir, neben vielen anderen Zusammenhingen unter
den bis dahin eingefiihrten Definitionen, erkannt, dass die Norm der totalen
Variation zur Uberpriifung von ergodischen Eigenschaften ein nur vermeint-
lich zu starkes Kriterium etabliert (siehe Satz 4.41 in Appendix B). Wir
konnten desweiteren zeigen, dass die in der Ergodentheorie iiblichen Begrif-
fe fiir endlich-dimensionale Prozesse meist sehr pragnant formuliert werden
kénnen. Die Konsequenz der elementaren Formulierung ist die ergodische
Zerlegung aus Kapitel 5, die in Analogie zu gewShnlichen Markov-Prozessen
aufgefasst werden kann.

In Kapitel 6 nutzen wir den soeben angesprochenen Satz 4.41, um einen
elementaren Beweis fiir die Existenz der Entropieraten fiir im Mittel asym-
ptotisch stationdre stochastische Prozesse anzugeben, was als Verallgemei-
nerung des Satzes von Kolmogorov-Sinai aufgefasst werden kann.

Als Schlusspunkt dieses Teils der Arbeit sind in den Kapiteln 7 und 8
zwei weitere mdégliche Formen der Darstellung endlich-dimensionaler Prozes-
se ins Leben gerufen worden. Die erste von ihnen ist (erfolgreich) um eine
Anbindung an Konzepte der Graphentheorie und deren Begriffe bemiiht. Tat-
sdchlich ergibt sich, wiederum analog zur Theorie der Markov-Ketten, eine
interessante Charakterisierung ergodischer Prozesse in der Sprache der hier
vorgefithrten Graphen.

Der zweiten Form der Darstellung gelingt es, statistische Konzepte aus
der Quantenmechanik zu integrieren und dort bereits vorhandene Aussagen
ergodentheoretischer Natur zu verschérfen.

Dariiber hinaus soll die groffe Menge illustrierender Beispiele, die die ge-
schaffenen Begriffe gegeneinander abgrenzt, nicht unerwéhnt bleiben. Das
Design von Gegenbeispielen ist meist eine iiberaus komplizierte und aufwén-
dige Arbeit. Nichts desto trotz scheint sie oft unbefriedigend, da sie oft dem
eigenen Wunschdenken zuwider 1duft.

Zu guter Letzt wollen wir die drei Kapitel des zweiten Teils, die der li-
nearen Algebra zuzurechnen sind, hier nicht aufier Acht lassen. Sie liefern
nicht nur eine komprimierte Zusammenfassung der Stabilitdtstheorie, son-
dern bereichern sie auch um etliche Kleinigkeiten.

9.2. Ausblick und offene Probleme

Natiirlich sind die hier vorgestellten Arbeiten keinesfalls an ein besiegeln-
des Ende gelangt. Vielmehr kann die hier vorgestellte Schrift als ein Schnapp-
schuss des gegenwértigen Stands unserer Forschungen aufgefasst werden.

9.2.1. Lernalgorithmen. Ungeloste Fragestellungen sind z.B.
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Die konkrete Einbindung der hier gewonnenen Kenntnisse in das
Jagersche Rahmenwerk zum Bau von Lernalgorithmen: Wie las-
sen sich die anhand der Spektralzerlegung des Evolutionsoperators
erkennbaren “ergodischen Verhiltnisse” in Form von Nebenbedin-
gungen in die Optimierungsalgorithmen einbinden?

Sind moglicherweise modifizierte Techniken, z.B. alternative Aus-
wahlen von Basen, besser zur Konstruktion fiir robuste Schétzer
geeignet?

Lésst sich ein Zusammenhang zwischen der vom Autor vorgenom-
menen, von Oberstein [Obe02] vorgeschlagenen Implementierung
von generalisierten Suffix-Trees (nicht in dieser Arbeit besprochen)
und den sich durch diese Arbeit aufdrangenden Kriterien erkennen?

9.2.2. Modell allgemein. Fragestellungen rund um den Ausbau des
Modells bzw. unaufgeléster Zusammenhénge zwischen den Begrifflichkeiten
des Modells sind

Die Einbeziehung der Modellierung einzelner Sequenzen im Rahmen
des Modells: Dies lieferte méglicherweise einfachere Varianten von
Beweisen fiir “fast iiberall”’-Sitze, wie z.B. den beriihmten Satz von
Birkhoff.

Ein Ausbau der Zusammenhénge zwischen den Begriffen der Statio-
naritdt und der Ergodizitat auf der einen Seite und der Dimensiona-
litdt auf der anderen Seite. Konkret z.B.: Gibt es einen unendlich-
dimensionalen, stationdren und ergodischen stochastischen Prozess?
Der Autor vermutet ja, die Konstruktion eines entsprechenden Bei-
spiels ist ihm jedoch nicht gelungen.

Eine Theorie der Approximation von allgemeinen Prozessen durch
endlich-dimensionale Prozesse. Unter welchen, md&glichst gutmii-
tigen Voraussetzungen lasst sich ein Prozess durch endlich-
dimensionale Prozesse approximieren?

Schliefilich die Erweiterung des Formalismus hin zu beliebigen Al-
phabeten. Unter welchen Bedingungen kann man entsprechende
Dimensionsbegriffe fiir allgemeinere dynamische Systeme erhalten?
Lasst sich Satz 4.41 auf beliebige Alphabete verallgemeinern? Hier
haben wir bereits Verallgemeinerungen in Arbeit.

Lisst sich das Positivitdtsproblem nun 16sen? Siehe die hinweisende
Bemerkung 4.77.

9.2.3. Analogien zu Markov-Prozessen. Lassen sich Begriffe aus
der Welt der Markov-Ketten analog formulieren und dementsprechende Er-
gebnisse erhalten?

Lassen sich Begriffe wie z.B. “schnell mischend”, “rekurrent” oder

auch “aperiodisch” fiir endlich-dimensionale Prozesse verniinftig ins

Spiel bringen? Wir denken, dass dies auf sinnvolle Weise moglich

ist.

Lassen sich z.B. die graphischen Darstellungen endlich-dimensionaler
Prozesse einer Analyse beziiglich Begriffen der Spektralgraphen-

theorie unterziehen wie es z.B. fiir Markov-Ketten mit den “Cheeger

Bounds” [Chu97]| geschehen ist? Entsprechende Ergebnisse wiirden
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auch Zusammenhénge zwischen der Besetzung der Matrizendarstel-
lungen der Prognoseoperatoren und den “Mischraten” der endlich-
dimensionalen Prozesse aufzeigen.

9.2.4. Quantenrechnen und Quanteninformationstheorie. Offe-
ne Fragen hierzu betreffen Modellerweiterungen der Quanten-Prognose-Modelle
in Analogie zum hier vorgestellten Modell.

e Wie lédsst sich der Formalismus der Quanten-Prognose-Modelle aus-
bauen, um z.B. auf dhnliche Weise das Quantenrechnen zu model-
lieren?

e Lisst sich das Modell in kompletter Analogie auf entsprechende
Quanten-Modelle iibertragen, um z.B. die hier vorgestellte Beweis-
variante fiir die Existenz der Entropieraten wiederzuerhalten? Wel-
che Quanten-Systeme betrife diese Beweisvariante? Der Autor ver-
mutet, dass entsprechende Ergebnisse z.B. fiir die in den Arbeiten
[Bje04],[Szk04]| behandelten Quanten-Spin-Gitter-Systeme erhal-
ten werden kénnen.

Uns bleibt zu erwdhnen, dass dies beileibe nicht alle ungelésten und
interessanten Fragen waren. Spontan ist z.B. der in [Obe02| aufgestellte
Katalog von Fragen zu nennen, von denen in dieser Arbeit schon einige gelost
werden konnten.
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Lineare Algebra: Stabilititstheorie,
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KAPITEL 10

Stabilitatstheorie

Dieses Kapitel beinhaltet verschiedene Ergebnisse der linearen Algebra,
die meist der Stabilitdtstheorie zugeordnet werden kénnen. Hauptergebnis-
se dieses Kapitels sind die Entwicklung einer reellwertigen Stabilitdtstheorie
parallel der komplexwertigen Theorie von Brayton und Tong sowie die Ein-
sicht, dass Stabilitdt dquivalent zur Existenz von Cesaro-Limites ist. Dar-
iiberhinaus werden die Begriffe des (asymptotischen) Folgenrangs eines li-
nearen Operators und der (starken) Folgenstabilitit eingefiihrt und in einen
Zusammenhang gestellt. Hauptergebnis hier ist die Aussage, dass der Folgen-
rang eines linearen Operators gleich dem Grad seines Minimalpolynoms ist.
Im weiteren Verlauf enthélt dieses Kapitel Aussagen iiber Matrizen, die Ke-
gel und / oder Komponentensummen invariant lassen. Im Licht der vorher-
gehenden Stabilitdtstheorie lassen sich Zusammenhénge zwischen den ein-
zelnen Konzepten herstellen. Hauptergebnis ist die Tatsache, dass stabile,
komponentensummenerhaltende Matrizen gewisse Klassen von Kegeln inva-
riant lassen und umgekehrt.

Der folgende Text befasst sich mit einer Stabilitdtstheorie fiir reelle Vek-
torrdume, die analog zu der komplexen Stabilitdtstheorie von Brayton und
Tong [BT79] entwickelt wird. Wir ergénzen dariiberhinaus die von Brayton
und Tong vorgeschlagenen Charakterisierungen im komplexen wie im reellen
Fall um eine weitere dquivalente Figenschaft.

10.1. Grundlagen und Notationen

Im weiteren Verlauf sei
K € {R,C}.
Ist F: (V,||.]lv) — (W,||.||lw) eine lineare Abbildung zwischen normierten
Vektorrdumen, so sei

||[F|| :=1inf{C >0 |Yv e V: ||Fv|lw < C|lv||lv}

die Operatornorm von F'. Wir bemerken, dass F' genau dann stetig ist, falls
||F|| < oo (siehe [M'V92], Satz 5.4). Fiir lineare Operatoren F' auf endlich-
dimensionalen K-Vektorrdumen V, W ist folglich ||F|| < co. Die Operator-
norm induziert eine echte Norm auf dem Vektorraum der linearen, stetigen
Abbildungen

L(V,W):={F :V — W | F linear und stetig },

wobei Addition und Skalarmultiplikation auf die offensichtliche Art und Wei-
se definiert werden. Dazu und fiir weitere Eigenschaften der Operatornorm
siehe z.B. [M'V92], S.29 fI.

185
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DEFINITION 10.1. Seien V und W normierte Vektorrdume und F:V — W
ein linearer Operator. Wir nennen F stabil, falls

3K eRT: VYNeN [|[FV||<K. (10.1)

Stetigkeit ist offensichtlich notwendige Voraussetzung fiir Stabilitdt. Da die
Operatornorm im Allgemeinen unhandlich ist, ist dieses Kriterium zur Uber-
priifung von Stabilitdt nicht unbedingt geeignet. Im Falle eines Banachraums
V' (beachte: W muss kein Banachraum sein) jedoch kénnen wir stabile Ope-
ratoren etwas einfacher charakterisieren. Das zeigt das folgende

LEMMA 10.2. Seien V, W normierte Vektorrdume, wobei V' ein Banachraum
ist (also z.B. V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum). Dann ist ein li-
nearer Operator F : V — W genau dann stabil, falls

Yo eV 3c=c(w) eRT: VNeN|FYv| <c (10.2)

BEWEIS. Dass 10.2 aus der Stabilitdt folgt, ist trivial (setze ¢ := K||v||y)
nach Definition der Operatornorm. Die andere Richtung folgt aus dem Prin-
zip der gleichméfigen Beschrinktheit, siche dazu [MV92], Seite 58, Satz
8.10. O

Fiir endlich-dimensionale K-Vektorrdume ist dariiberhinaus die Definition
der Stabilitdt unabhéngig von der Auswahl einer Norm.

BEMERKUNG 10.3. Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorrdaume und
F :V — W ein linearer Operator, der beziiglich einem Paar von Normen
.1V, [Illw auf V,W stabil ist, so ist F beziiglich aller Normen stabil.

BEwEIS. Das folgt unter Zuhilfenahme der Aquivalenz von Normen ([M'V92],
S. 34, 5.14) fiir endlich-dimensionale K-Vektorriume und Bemerkung 10.2.
(]

10.2. Stabile Matrizen

Der Vollstandigkeit halber iibertragen wir die Theorie noch auf Matrizen.
Mit Hilfe der folgenden Bemerkungen sehen wir dann ein, dass Matrizen
genau dann stabil sind, wenn es die durch sie induzierten linearen Opera-
toren sind. Fiir fundamentale Eigenschaften von Matrixnormen siehe z.B.
[GVL96|.

DEFINITION 10.4. Wir bezeichnen analog eine Matriz A € K"*™ als stabil,
falls es eine Matriznorm ||.|| : K"*™ — R* gibt, so dass

3K e RY: VYN eN|AY|| < K.

BEMERKUNG 10.5. Da alle Normen auf dem K"’ dquivalent sind, findet man
fir eine stabile Matriz fir alle Matriznormen ein solches K.
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Dass die Definition der Stabilitdt fiir Matrizen konsistent mit der fiir lineare
Operatoren ist, zeigt nun der folgende

SATZ 10.6. Ist F' ein Endomorphismus auf einem normierten, n-dimensionalen
K-Vektorraum V und A eine Matriz von F beziiglich einer Koordinatendar-
stellung ® : V — K", so ist F' genau dann stabil, wenn A es ist.

BEWEIS. Ist ||.|| die Norm auf V und x € K" so setzen wir ||z|| := ||®1z]],
was eine Norm auch auf dem K" induziert. Diese wiederum induziert eine
mit ihr vertrdgliche Matrixnorm auf K"*", die mit der Operatornorm fiir
den durch die Matrix induzierten linearen Operator iibereinstimmt. Dann
beziiglich der induzierten Operator- bzw. Matrixnormen

AN = [[(@F~H)N|| = [[@F¥ e~ < [|@f| - (|| - [|FV]]

und aus der Stabilitdt von F folgt die von A. Umgekehrt folgt die Stabilitét
von F' aus der von A mit einer analogen Rechnung. (]

KOROLLAR 10.7. Die Eigenschaft einer Matriz, stabil zu sein, bleibt unter
Ahnlichkeitstransformationen erhalten.

BEWEIS. Zu jeder Matrix gibt es Vektorrdume V,W und eine lineare Ab-
bildung F' : V — W, so dass die Matrix einer Koordinatendarstellung von
F entspricht. Ahnlichkeitstransformationen entsprechen dann gerade Basis-
wechseln von V und W. Das dndert jedoch nichts an der Stabilitit von F'
und damit ist auch die dhnliche Matrix stabil nach Satz 10.6. O

10.3. Reelle Stabilitidtstheorie

Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun zwei dquivalente Kriterien von
Stabilitat fiir den Fall reellwertiger, endlich-dimensionaler Vektorrdume ana-
log zu den Kriterien fiir komplexwertige Vektorrdume gemif der Theorie von
Brayton und Tong ([BT79]) priasentieren. Wir beginnen, um den Leser nicht
zu listigem Nachschlagen zu nétigen, mit ein paar Erinnerungen an fiir das
Verstandnis des folgenden Texts nétige Erkenntnisse der linearen Algebra.
Nachschlagen kann man diese in jedem guten Buch iiber lineare Algebra,
z.B. in [Fis86], [Mey00] und [Kow75].

DEFINITION 10.8. Ist F' : V — V ein Endomorphismus auf einem endlich-
dimensionalen K- Vektorraum, so sei

o(F) == {1, Am} C C

die (endliche) Menge der Eigenwerte von F', auch Spektrum von F genannt
und

p(F) = max{|\| | A € o(F)}
der Spektralradius von F'. Weiter sei
Va(A) := dim Hau(F; \),
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die algebraische Vielfachheit des Figenwerts A, wobei
Hau(F;\) = | Ker(F — X Id)®
s>1

der Hauptraum eines Eigenwerts \ sei. Dabeti beachte man, dass es ein sg € N
gibt, so dass fir alle s > s : Ker(F — \-1d)® = Ker(F — X - 1d)*°. Das
kleinste solche sg ist

index(\) := min{s € N| Ker(F — \-Id)* = Ker(F — A~ Id)**'}.

Man dberprift leicht, dass dann auch Vs > index(\) : Ker(F — \-I1d)° =
Ker(F — X - Id)™%=(N) gilt. Wir nennen dies den Index des Eigenwerts \.
Offensichtlich gilt dann

Vo(\) = dim Ker(F — X\ - Id)"de=),

Ist weiter prp(X) = c- [[",(X — MY das iber C in Linearfaktoren zerlegte
charakteristische Polynom von F, so gilt V,(\;) = l;. Hingegen sei

Vy(A) := dim Eig(F; \)
die geometrische Vielfachheit eines Figenwerts A. Hier ist
Eig(F;\) = Ker(F — X - Id)

der Eigenraum zum FEigenwert \. Eigenwerte X mit V,(\) = V,()\) nennt
man auch nicht-defekt .

Weitere Ergebnisse der linearen Algebra, z.B. die fiir den Beweis des folgen-
den Satzes wichtige Jordan-Normal-Form finden sich in Anhang A.

So vorbereitet, prasentieren wir nun die dquivalenten Kriterien stabiler
Operatoren auf endlich-dimensionalen reellen Vektorrdumen.

SATz 10.9. Sei (V,||.||) ein normierter R-Vektorraum mit n := dim V < oo
und F : V. — V ein Endomorphismus. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) F ist stabil.
(b) Es gibt eine abgeschlossene und beschrinkte Umgebung B C V des
Ursprungs, so dass

FBC B. (10.3)

(c)
p(F) <1, (10.4)

und fir Eigenwerte \; von F mit |\;| = 1 gilt
Va(Ai) = Vg(Ni), (10.5)

mit anderen Worten, solche Figenwerte sind nicht-defekt.
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BEWEIS. Wir zeigen (a) = (b) = (¢) = (a).

“(a) = (b)”: Sei F stabil und dementsprechend K € R" so gewihlt, dass
VN € N: ||FN|| < K. Sei B :={v €V |||z|| =1} die Einheitskugel. Nach
Definition der Operatornorm folgt:

VN eN,Vv e B: ||[FNv|| < K,
alsomit K- B:={veV ||| =K}
VNeN:F¥Bc K -B.

Damit ist
o0
Bp = U FNB
N=0

(der Abschluss der Vereinigung aller 'V B) beschriankt und wegen der Ste-
tigkeit von F' invariant unter F'. Wegen B C Bp ist Br auch eine Umgebung
der Null. Insgesamt haben wir eine abgeschlossene Umgebung der Null mit
den gewiinschten Eigenschaften gefunden.

“(b) = (c¢)”: Sei B C V die abgeschlossene und beschriankte Umgebung der
Null mit

FB C B.

“ad (10.4)”: Wir nehmen an, F' hitte einen Eigenwert A € C mit [A\| > 1. Der
Fall, dass A\ € R, gibt uns einen Eigenvektor v € B (B ist eine Umgebung
der Null) an die Hand und damit wegen

|F*of| = [|X*]| = [A* [[o]] — oo
k—o0

einen Widerspruch. Bleibt der Fall A € C\ R zu untersuchen. Nach dem Satz
iiber die reelle Jordan-Normal-Form C.6 finden wir Vektoren z,y € V, so
dass F|y fir W := span{z,y} beziiglich der Basis {x,y} durch die Matrix

e |A|cosd | A|sing
A\ —|Asing  |A|cosd

beschrieben wird. Geméf Korollar C.13 folgt

e ( Wheos(ks)  \Fsin(ko)
T\ —|\Fsin(ke)  |A|Fcos(ke)

und F* wird auf span(z, y) durch A* beschrieben. Mit Lemma D.3 finden wir
eine Folge (k;);cn, so dass lim;_,o cos(kj¢) = 1 und lim;_, sin(k;¢) = 0.
Damit sieht man, dass (F*iv) fiir v € span(y) eine unbeschrénkte Folge ist.
Ohne Einschrdankung kann man nun v € B annehmen (B ist ja eine Umge-
bung der Null) und erhélt damit einen Widerspruch.

“ad (10.5)”: Hierzu nehmen wir die Existenz eines Eigenwerts A mit |A\| = 1
und V,(X) > V4(A) an. Der Fall A € R, also A € {—1, 1} fiihrt nach dem Satz
iiber die reelle Jordan-Normal-Form auf die Existenz linear unabhéngiger
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Vektoren z,y € V, so dass F' auf dem Teilraum W := span{x,y} beziiglich
der Basis {z,y} durch die Matrix

()

dargestellt wird. Korollar C.11 fiihrt auf

)\k k)\k_l
k._
e (B
Wéhlt man nun ein 0 # v = ay € span{y} N B (B Umgebung der Null), so
erhélt man
I1E*o|| = |af [[F*yl] = |of [Ny + kAFz]]
A=1

> |af (|[kN ][ = [[\*yl]) "= lo] (Kll=]| = [ly]]) — oo,
k—oo

und damit einen Widerspruch! Im Falle \ =: ¢’* € C\ R fiihrt der Satz iiber
die reelle Jordan-Normal-Form C.6 auf die Existenz linear unabhéngiger Vek-
toren g, Yo, 1,y1 € V, so dass F' auf dem Teilraum W := span(xo, yo, €1, Y1)
beziiglich der Basis {x, yo, x1,y1} durch die Matrix

cos¢  sing 1 0

A= —sing coso 0 1
' 0 0 cos¢  sing
0 0 —sing cos¢

beschrieben wird. Korollar C.13 zeigt, dass
cos(kp) sin(kp) k-cos[(k—1)¢] k-sin[(k—1)d]
(ko

i —sin(ko) cos(ke) —k-sin[(k—1)¢] k- cos|[(k—1)¢]
0 0 cos(ko) sin(ko) ’
0 0 —sin(ke) cos(ko)

und F* wird besziiglich der Basis (g, o0, 21,%1) durch A*¥ beschrieben. Da
B eine Umgebung der Null ist, finden wir wiederum ein 0 # v = ay; €
span(y1)NB. Mit Lemma D.3 finden wir weiter eine Folge natiirlicher Zahlen
(kj)jen, so dass lim; o sin(kj¢) = 0 und lim; .o cos(k;¢) = 1. Dann gilt
[ER Tl = Jal [[FRF 1y |
— la]l|(k; + 1) (sin(ks$)zo + cos(k;)yo) + sinl(k; + 1)lr + cosl(ks + el
> Jo] (ks + Dl eos(ks oo + sin(ks6)zoll —lal (111 + [l

und der letzte Term verhalt sich asymptotisch wie |a|(k; + 1)||yo||, eine un-
beschriankte Folge, ein Widerspruch! O

“(c) = (a): Gilt p(F) < 1, so folgt
lim F*¥ =0,

k—o0

durch Ubergang zu einer Matrixdarstellung und Ausnutzung von Satz C.9.
Damit folgt die Behauptung wegen limy_ .o, || F¥|| = 0.
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Wir kénnen uns daher auf den Fall p(F') = 1 beschranken. Nach dem Satz
iiber die reelle Jordan-Normal-Form C.6 zerfillt V' in eine direkte Summe

V= é W,
j=1

so dass die W gerade den reellen Jordan-Késtchen entsprechen (nicht den
Hauptrdumen) und folglich F; := Fy, nur die zueinander komplex konju-
gierten Eigenwerte \;, \; (beachte: A\; = }; im Falle \; € R) hat. Es gilt
weiter

F(W]) C Wj.

Finden wir fiir alle j = 1,...,m ein K, so dass ||(F})"|| < K;, und fasst man
die F; als Endomorphismen von V' auf, indem man Fj|q, 2;w; = 0 setzt, so
gilt F'=>_, F; und weiter wegen Fj o I; = 0 fiir j # i

|1FN]] = II(ZFj)NII = IIZ(FJ')NII < Z leRI ZKJ

Es reicht daher zu zeigen, dass F}; stabil ist, mit anderen Worten kénnen wir
annehmen, F’ habe nur einen Eigenwert und die reelle Jordan-Normal-Form
von F' entspreche genau einem ihrer Késtchen.

Wir unterscheiden zwei Félle. Im ersten Fall hat I’ nur einen reellen Eigen-
wert A € {—1,1} und wegen Eigenschaft (c) gilt dann fiir alle v € V:

[[E]] = [[Av]] = Jv]]

Damit folgt offensichtlich die Behauptung. Im zweiten Fall rithrt das Kést-
chen von einem zueinander komplex-konjugierten Eigenwertpérchen A, \ her,
wobei A =: ¢® mit |A\| = [A\| = 1 und beziiglich einer Jordan-Normal-Basis
(v1,v2) (0BdA wihlen wir v1,vs mit ||vy|| = |Jve|| = 1) hat F* die folgende
Matrixgestalt (siehe Korollar C.13):

< cos(ko) sin(k:qb))
—sin(ko) cos(ko) )’
Ist v = ayv1 + a2, so folgt
1P = las F*or + as Frua]] < Jaa] || F 1] + Jaa] || o)
=|ai]||cos(kp)vi + —sin(kd)va||+
s llsin(k@)or + cos(g)os||
< lax[(|lcos(k@)vr|| + || — sin(ke)va||)+
|az|(|[sin(k@)uvi|[ + [[cos(k@)va|[)
<2(Joa| + |ol)

unabhingig von k. Die Behauptung folgt unter Zuhilfenahme von Lemma
10.2. (|

BEMERKUNG 10.10. Die oben aufgefiihrten Kriterien fiir Stabilitit sind véllig
analog auf kompleze Vektorrdume tbertragbar. Diese Theorie und eine Verall-
gemeinerung des Stabilitdtsbegriffs auf von endlich vielen Matrizen erzeugten
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Halbgruppen findet man in der Arbeit [BT79], die jedoch mit Vorsicht zu ge-
nieflen ist. Ersetze dort z.B. den Begriff “simple” durch “semi-simple” oder
auch “non-defective”. Wir bemerken dariberhinaus, dass die Aquivalenz der
Stabilitdt (Figenschaft (a)) und des Figenwertkriteriums (c) im reellen Fall
eine einfache Reduktion auf den in [BTT79] behandelten komplezen Fall ist,
vorausgesetzt, man korrigiert die oben angesprochenen Defizite dieser Arbeit.
FEigenschaft (b) jedoch lisst sich nicht durch eine einfache Reduktion einbin-
den.

10.4. Cesaro-Mittel und Stabilitit

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Satz charakterisiert stabile Abbil-
dungen auf eine zusétzliche Art und Weise. In Worten ausgedriickt, besagt
er, dass ein linearer Operator F' genau dann stabil ist, falls die Folge der

Cesaro-Mittel
1 n—1
F o=~ > FF
k=0

konvergiert, wobei Konvergenz von linearen Operatoren hier und im Folgen-
den immer beziiglich der Operatornormen gemeint sei. Aus dem Beweis wird
ersichtlich, dass

F := lim F,

n—oo
ein linearer Operator ist, der wegen
FoF=F=FoF

(= F? = F) als Projektion auf den Eigenraum von F zum Eigenwert 1
aufgefasst werden kann. Zunéchst formal die folgende

DEFINITION 10.11. Sei V' und W normierte Vektorraume und F : V — W
ein linearer Operator. F' wird summierbar genannt, falls der Limes

1n—l
. < k:, =
nh_)ngonl;)F  F

eristiert.

Operatornormen sind im Allgemeinen unhandlich. Auf Banachrdumen je-
doch, und das sind die meisten Rdume dieser Arbeit, ldsst sich Summierbar-
keit auf den Elementen iiberpriifen:

LEMMA 10.12. In Banachriumen V, W ist die Summierbarkeit eines stetigen
linearen Operators F :'V — W dquivalent zu

1 n—1
4 = k istiert. .
veV - Z F%v existiert (10.6)
k=0
Im Allgemeinen folgt aber aus der FEzistenz dieser Limites nicht die Sum-
mierbarkeit des Operators.
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BEWEIS. Im Falle der Summierbarkeit gilt natiirlich

n—1

_ 1 .
Fv—nh_)néoﬁkz_oF V.

Umgekehrt folgt die Summierbarkeit des Operators im Falle von Banachriu-
men mit Hilfe des Prinzips der gleichméfigen Beschrinktheit und einem
darauf aufbauenden Lemma, siehe [MV92], S. 58/59, 8.10/8.14. O

Eine offensichtliche Folgerung ist

KoroLLAR 10.13. Sind V und W Banachrdume, F' : V — W ein linearer
Operator und (v;);cr mit card(I) = dim V eine Basis von V, so ist F' genau
dann summierbar, falls

-1
. D R
Viel: nh_rgo - ,}_OF v existiert.

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnitts. Im Falle endlich-
dimensionaler komplexer sowie reeller Vektorraume sind Summierbarkeit und
Stabilitdt dquivalente Konzepte.

SATZ 10.14. Sei (V,||.||) ein normierter K- Vektorraum, so dassn := dim V <
oo und F' : V — V ein Endomorphismus. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) F ist stabil.
(ii) F ist summierbar.

BEMERKUNG 10.15. Wir werden im Folgenden das Figenwertkriterium fir
Stabilitit nutzen, um diesen Satz zu beweisen. Die Aquivalenz des Eigen-
wertkriteriums und der Summierbarkeit (ohne einen Zusammenhang mit der
Stabilitit) ist tatsdchlich im Falle K = C schon bekannt. Da dem Autor
die Quelle (das zumindest im deutschsprachigen Raum ungebrduchliche Buch
[MeyO00], alle anderen dem Autor bekannten Biicher iber Lineare Algebra
verschweigen diesen Zusammenhang) zum Zeitpunkt der Entwicklung dieses
Satzes unbekannt war, geben wir hier den Originalbeweis des Autors vollstdn-
dig an.

Bevor wir den Satz beweisen, betrachten wir das folgende technische

LEMMA 10.16. Sei A € C. Dann ist die Folge

1 n—1
PR (10.7)
" k=0
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genau dann konvergent, falls |\| < 1. Weiter ist die Folge
1 n—1
=3 kAR (10.8)
n
k=1

genau dann konvergent, falls |\| < 1.

BEWEIS. Der erste Teil des Lemmas ist einfach: Der Fall A = 1 ist sofort
klar. Die anderen Fille folgen aus der Rechnung

n—1

NP T
Z = = |— |1 =)\"
Inz =1 == Sy =1 = A"
k=0
g%\%l A <1
n A
> 1 51(1A |— 1) =5 - L5l — o0 PI>1
(10.9)
Fiir A = 1 folgt der zweite Teil aus der Gleichung
n—1 n—1
1 k1 _ 1nn—1) n—1
EZI@)\ Zk—— - (10.10)
k=1
Fiir alle anderen A gilt
n—1 n—1
1 1 ,
- k)\k_lz - k
S G 22X
k=1 k=0
_(11—>\n),
nl-A (10.11)
_l(—m”—l L )
n 1= (1-))2
11 An-t A
= — 1).
A G- wma-n Y

Die Konvergenz im Falle |\| < 1 leuchtet direkt ein. Die Divergenz im Falle
|A| > 1 folgt nun aus

1 1 Al A
A= T ea—n Y

S T TR SO R R S

T (1=XN)"n1-2X) n(1—X)2 (10.12)
Anl A 1 1

Die Divergenz im Falle |A\| = 1, A # 1 folgt daraus, dass
11 At ( A +1)_1 1 I At
n(l—=XN2 (1-=X)'n(l-2N) T n(1-=X2 n(l-XN2 1-X

—0

(10.13)
die Folge sich also asymptotisch wie %_)\1 verhilt, eine offensichtlich diver-
gente Folge.
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O

Nun zum BEWEIS VON SATzZ 10.14: K = C: Wir nutzen das Eigenwertkri-
terium 10.4, 10.5 fiir Stabilitdt, das fiir den komplexen Fall v6llig analog
zum reellen Fall dquivalent zur Stabilitdt ist (siehe 10.10). Wir betrachten
eine Basis, beziiglich derer eine Matrixdarstellung von F' Jordan-Normal-
Form (siehe C.2) hat. Um Summierbarkeit zu zeigen reicht es nach Korollar
10.13, die Existenz der Limites 1/n Y }—y F*v fiir Elemente v der Jordan-
Normal-Basis zu zeigen. Deshalb sei im Folgenden v immer ein Element der
Jordan-Normal-Basis.

Ist F' nun stabil, haben wir nach dem Eigenwertkriterium die Falle 10.4, 10.5
zu unterscheiden.

Im ersten Fall gehort v zu einem Eigenwert A mit |A\| < 1, und

n—1

1
0= lim F™ = lim —ZF%
k=0

n—oo n—oo N

nach C.9.

Gehort v zu einem Eigenwert A mit |A| = 1, so ist v wegen 10.5 ein Eigen-
vektor von A und daher

1 n—1 1 n—1 1 n—1
k=0 k=0 k=0

Die Konvergenz folgt deshalb aus Gleichung (10.7) des obigen Lemmas.

Ist umgekehrt F' nicht stabil, so finden wir nach dem Eigenwertkriterium
entweder einen Eigenwert A\ mit |[A| > 1 oder einen defekten Eigenwert \
vom Betrag 1.

Im ersten Fall folgt die Divergenz von
1 n—1 1 n—1 1 n—1
k,, __ k, __ k
AILTEE) SRR SO
k=0 k=0 k=0

fiir den entsprechenden Eigenvektor v wiederum aus Gleichung (10.7) des
obigen Lemmas.

Im zweiten Fall findet man gemif dem Satz iiber die Jordan-Normal-Form
C.2 fiir X einen Hauptvektor v und einen Eigenvektor w, so dass

FFy = Moy + kA1,
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Weiter folgt

1 n—1 1 n—1

N k k—1

- E v=— E (ANv 4+ EA" w)
k=0 k=0

1 n—1 1 n—1
==Y Mo =Y kAl
"= " =0

n—1 n—1
_ L k 1 k-1
_(",;OMH(%Z:OM Jw

und die Divergenz des zweiten Summanden und damit des ganzen Terms
folgt aus Gleichung (10.8), wiederum aus dem obigen Lemma 10.16.

K = R: Diesen Fall fithren wir auf den Fall K = C zuriick. Wir betrachten
die Menge
V=V xV ={(v1,v9) | v1,v3 € V},

die vermoge komponentenweiser Addition und fiir a + ¢b € C durch die Ska-
larmultiplikation (a +ib)(v1,v2) := (avy — bvg, avy + bvy) zum C-Vektorraum
wird (die Vektorraum-Axiome zu iiberpriifen, ist eine sehr einfache Rech-
nung). Diesen Vektorraum versehen wir mit der Norm

(v, v2)llg = [[oallv + [lvallv

F induziert dann vermége der Abbildungsregel

F(v1,09) = (F(v1), F(v2))
eine C-lineare Abbildung F auf V (dies zu iiberpriifen ist wiederum eine
einfache Rechnung). Unter Ausnutzung der Bemerkungen 10.2 bzw. 10.12
stellen wir nun fest, dass F' genau dann stabil bzw. summierbar ist, wenn
F' stabil bzw. summierbar ist. Die Behauptung folgt daher aus dem Teil
K=C. O

BEMERKUNG 10.17. Wir wollen darauf hinweisen, dass wir die Theorie der
stabilen Operatoren mit Blick auf die spdter betrachtete Ergodentheorie sto-
chastischer Vektoren entwickelt haben. Tatsdchlich bendtigen wir spdter die
Aquivalenz von Stabilitit und Summierbarkeit, wobei sich die Stabilitit im
Sinne der urspringlichen Definition bzw. in der Form von Lemma 10.2 du-
Bert und Summierbarkeit im Sinne von Lemma 10.12. Fir diesen speziellen
Zweck hat Faigle im Falle K = C einen kurzen, einfachen Beweis vorge-
schlagen. Dieser Beweis vermeidet jegliche Querverweise und bendtigt nur
allgemein bekannte Sdtze. In dieser Arbeit jedoch sind wir um Vollstindig-
keit, auch in Detailfragen, bemiiht - wir scheuen keine Sublemmata und keine
Querverweise. Die im Beweis von Faigle verwendeten Konzepte lassen sich,
detaillierter und oft als eigenstindige Lemmata formuliert, ausnahmslos an
anderen Stellen dieser Arbeit wiederfinden. Daher, um an dieser Stelle Red-
undanz zu vermeiden, geben wir hier nur eine Skizze an. Der Beweis reduziert
das Problem, analog wie in Satz 10.9, Teil (c) = (a) zundchst mit Hilfe des
Satzes iber die Jordan-Normal-Form (es reicht auch der Satz iber die Zerle-
gung in Hauptrigume) auf Operatoren mit nur einem Eigenwert und uberprift
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Stabilitdt sowie Summierbarkeit anhand der verschiedenen Fille des Figen-
wertkriteriums und kann in seiner Struktur somit durch

“ (10.2) & (104),(105) <« (10.6) "

beschrieben werden. Nachlesen kann man den Beweis in [FS05a].

FaziT 10.18. Tatsdchlich scheinen die hier prdsentierten vier Kriterien fir
Stabilitit - Beschrinktheit der Operatornorm, Existenz einer invarianten
Umgebung der Null, Figenwertkriterium und Summierbakeit - noch nie in
einem Atemzug und auch sonst nur im Fall K = C genannt worden zu sein.
Brayton und Tong (IBTT9]) bemerken die Aquivalenz der ersten drei Kri-
terien im Falle K = C. In dem dem Autor zum Zeitpunkt der Entwicklung
dieses Kapitels unbekannten, weil ungebrduchlichen, Buch [Mey00] wird die
Agquivalenz von Summierbarkeit und Eigenwertkriterium angegeben, ebenfalls
nur im Fall K = C. Tatsdchlich sind die Aquivalenz der Stabilitit selber, des
FEigenwertkriteriums und der Summierbarkeit fiir den Fall K = R jedoch ein-
fache Reduktionen auf den komplezen Fall. Nur die Ezxistenz der invarianten
Umgebung der Null bereitet wirklich mehr Schwierigkeiten.






KAPITEL 11

Folgenrang und Folgenstabilitat

In diesem Kapitel zeigen wir Zusammenhénge zwischen dem Grad und
der Beschaffenheit des Minimalpolynoms eines linearen Operators sowie Ei-
genschaften der durch iterierte Anwendung des linearen Operators auf ein-
zelne Elemente entstehende Teilmengen des Vektorraums sowie die dadurch
erzeugten Untervektorraume.

Diese Ergebnisse sind nichts Neues und kénnen in Biichern, zum Teil
unter dem Stichwort Krylov-Theorie, nachgelesen werden [Mey00]. Auch
altere Biicher [Jac53] fithren &dhnliche Ergebnisse, aus denen die unsrigen
einfach abgeleitet werden kénnen. Dem Autor ist es jedoch nicht gelungen,
den hier beschrittenen, konstruktiven Weg des Beweises in Biichern oder Ar-
tikeln wiederzufinden. Wir geben diese Beweise deshalb in voller Linge an,
auch weil sie die zugrundeliegende Idee mit Hilfe der Jordan-Normal-Form,
einem Standarddenkmuster der linearen Algebra, entwickelt. Unser Beweis-
schema erlaubt im Ubrigen eine Ausdehnung des Begriffs des Folgenrangs
auf den des asymptotischen Folgenrangs. Uns ist nicht klar, ob entsprechen-
de Ergebnisse auf einfache Art und Weise iiber die in [Jac53] aufgefiihrten
Beweiswege erhalten werden koénnen.

11.1. Folgenrang

In diesem Abschnitt definieren wir den (asymptotischen) Folgenrang ei-
nes linearen Operators sowie den Begriff der Folgenstabilitdt. Wir zeigen,
dass der (asymptotische) Folgenrang am Minimalpolynom des Operators ab-
gelesen werden kann. Um lastiges Nachschlagen zu vermeiden, zitieren wir
zum Einstieg die folgende

DEFINITION 11.1. Sei V' ein endlich-dimensionaler K- Vektorraum und F :

V — V ein Endomorphismus. Ein Polynom mp € K[X| minimalen Grades,
fir das

mp(F) =0,

wird Minimalpolynom von F genannt (und ist bis auf konstante Faktoren
eindeutig bestimmt). Ist o(F) = {\1,..., Am} C C das Spektrum von F und

m

mp(X) = (X = x)"

i=1
die Zerlegung des Minimalpolynoms in Linearfaktoren iber C, so gilt

l; = index(\;).
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Weitere Informationen, die den Index eines Eigenwerts und damit das Mini-
malpolynom in einen Zusammenhang mit der Jordan-Normal-Form stellen,
finden sich in Anhang A, siehe vor allem Korollar C.5.

Nun zur namensgebenden Definition dieses Abschnitts, die mit dem Be-
griff des Minimalpolynoms in Abgleich gebracht werden wird.

DEFINITION 11.2. Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV =n, F:V — V ein
linearer Operator und v € V. Dann setzen wir

fdimp: V. — {0,...,n}

v dim span{F*v | k € N} (11.1)

und nennen diese Abbildung die Folgendimension beziiglich F. Wir nen-
nen weiter

frang(F) = max fdimp(v) (11.2)

den Folgenrang von F'.

Offensichtlich ist der Folgenrang kleiner gleich dem Rang eines linearen Ope-
rators. Sogleich stellt sich die Frage, welche Klassen von linearen Operatoren
maximalen Folgenrang haben. Wir 16sen diese Frage umgehend, indem wir
das Hauptresultat dieses Abschnitts vorstellen. In einfachen Worten besagt
es, dass der Folgenrang eines linearen Operators durch den Grad seines Mi-
nimalpolynoms gegeben ist. Diesem Satz sehr nahestehende Aussagen findet
man in [Jac53], S. 66-69 oder auch in [HT73|.

SaTz 11.3. Sei V ein ein K- Vektorraum mit n :=dimV < oo und F: V —
V' ein Endomorphismus. Sei weiter mp das Minimalpolynom von F. Dann
gilt

frang(F) = deg mp. (11.3)

BEwEIS. Wir behandeln zunédchst den Fall K = C. Wir kénnen ohne Ein-
schrinkung annehmen (beide Grofien sind unabhingig von der Auswahl ei-
ner Basis), dass F' durch eine Matrix A € C™*" in Jordan-Normal-Form
beschrieben wird. Zunéichst folgt gemifi Definition des Minimalpolynoms,
dass

YVoeV: mp(F)v) =0,
und damit fiir alle v € V, dass fdimp(v) < deg mp, also auch
frang(F) < deg mp. (11.4)

Im Folgenden konstruieren wir nun ein Element vy € V, fiir das fdimp(vg) =
deg mp gilt. Zerlegt man das Minimalpolynom in Linearfaktoren
m
mp = [J(X = )",
i=1

so findet man mit Hilfe des Satzes iiber die Jordan-Normal-Form (siehe hierzu
Korollar C.5) einen linearen Unterraum von W von V| so dass F(W) Cc W
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und beziiglich dessen A die folgende Gestalt hat:

wobei die \; paarweise verschieden sind und die Grofe des Késtchens
von \; gerade [; ist und demnach A|y, € Cde9mrxdegmr Im Folgenden sei
immer

d:=degmp
gesetzt. Wir setzen
d . , *

) 1 F*e{l,..om}: j=>i_lLi=lL+ -+l

wy = aie; mit a; = T i=1
0 32:31 7 / {O sonst
(11.5)
(also wg = (0,...0,1,0,...,0, 1 ,0,...,0,1,0,...,0)), und zeigen, dass die
l1 l1+l12 d N——
wL

Vektoren

2 d—1
wo,Awo,A wo,...,A wo

linear unabhéngig sind. Mit Lemma C.12 gilt fiir j = 1,....,.d — 1 und | =
li,li+12,...,l1 +... + lip—1,d (hier und im Folgenden sei (z) := 0 fiir b > a)

; % i i—(l;—
Aje(ll-i-...-i-li) = Z <l _p> )\Z ( p)el1+...+li71+p (116)
p=1 \"'

und folglich

m . )
Ajwo = Z Z (l' J_p> Ag_(li_p)€l1+...+li,1+p- (11-7)

i=1p=1 \"
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Schreibt man die Vektoren Awg,j =0, ...,d — 1 als Spaltenvektoren in eine
Matrix B, so erhilt man (wir lassen die Nullen, die zu W~ gehéren, weg)

0 0 0 0 e 1 ... (Sdl:ll))\il—(m—l)
000 0 1 AT e (AT
00 1 QN e (AT e (N
T e L T G PYi
1 N A2 A3 .. )\il—l o )\il—l

B=1: : : : e Cxd,
0 0 0 0 e 1 o (Sf:l)kﬁf(s*”*l)
000 e (e
0 0 SR 4 D W R () D B (451 Ad3
I o L N o Pro
1 A )\1271 )\fn )\fﬁn_l - )\1dn_1

und es ist zu zeigen, dass B regulér ist. Sei also o € C" mit Ba = 0. Es ist
zu zeigen, dass a = 0. Wir betrachten nun das Polynom

d—1
9(X) =) X" € C[X].
i=0
Bezeichnen wir mit ¢(?) die p-te formale Ableitung von g, so gilt

d—1
g(p)(X) = Zal(l R (z — (p — 1)))Xi—10
=0

i, (11.8)
— p' az< >X7«—P
=0 p
und damit
gP(\)=0fir1<i<m, 0<p<s;—1, (11.9)

wobei je eine der Gleichungen einer Zeile von Ba = 0 entspricht. Daraus
folgt nun, dass g vom Minimalpolynom

m

mp(X) =) (X = N\)*

i=1

geteilt wird. mp ist ein Polynom vom Grad d. g ist ein Polynom vom Grad
d — 1. Daraus folgt, dass g das Nullpolynom ist. Bezeichnen wir mit vy den
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Vektor zur Koordinatendarstellung wy € C™, so haben wir ein Element vy
von W C V gefunden, fiir das

fdimp(vg) = d.

Zusammen mit 11.4 folgt damit das Behauptete.

Der Fall K = R lidsst sich mit Hilfe des komplexen Falls erledigen. Dass
frang(F) < deg mp folgt wiederum unmittelbar aus der Definition des Mi-
nimalpolynoms. Durch Ubergang zu einer Koordinatendarstellung sei ohne
Einschriankung V = R™ und A € R™*™ eine Matrix, die F' entspricht. Indem
man A als Abbildung von C" nach C" auffasst, findet man analog zu oben
ein vy € C", so dass die Vektoren vy, Avy, ..., A% vy linear unabhéngig sind.
Wenn man die obige Konstruktion verfolgt, bemerkt man, dass tatsdchlich
vo € R™. Schreiben wir ndmlich

m
Vo = E (%%
=1

wobei die v; wie oben zu je einem Jordan-Késtchen gehoren, so stellt sich
zunéchst heraus, dass fiir reelle \; die v; reelle Hauptvektoren sind, wohin-
gegen echt komplexe Eigenwerte jeweils in Pirchen );, \; auftreten (siehe
hierzu den Satz iiber die reelle Jordan-Normal-Form C.6). Man bemerkt nun
(siehe z.B. den Beweis von der reellen Jordan-Normal-Form), dass dazu asso-
ziierten Parchen von v;, v; jeweils zueinander komplex konjugierte Vektoren
sind, so dass v; + ¥; einen reellen Vektor ergibt. Damit erweist sich vy als

reell. O

Wir erweitern die oben eingefiihrten Begriffe um eine weitere

DEFINITION 11.4. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV =:n, F: V — V ein
linearer Operator und v € V. Dann setzen wir

afdimp: V. — {0,...,n}
v min dim span{F*v | k € N\ S} (11.10)
SCN,card(S)<oo
und nennen diese Abbildung die asymptotische Folgendimension beziig-
lich F. Wir nennen weiter

afrang(F) = mea‘icafdimp(v) (11.11)

den asymptotischen Folgenrang von F.

Offensichtlich ist der asymptotische Folgenrang kleiner gleich dem herkémm-
lichen Folgenrang. Der Unterschied besteht in der Tatsache, dass zur Be-
stimmung der Dimension endlich viele Vektoren der Form F*v weggelassen
werden konnen. Die Frage, die sich jetzt unmittelbar stellt, ist die nach einer
ebenso so klaren, geschlossenen Formel auch fiir den asymptotischen Folgen-
rang. Sie wird beantwortet durch den folgenden
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SaTz 11.5. Sei V ein K-Vektorraum mitn :=dimV <ocound F: V -V
ein Endomorphismus. Sei weiter mp das Minimalpolynom von F. Schreiben
wir

mp(X) = X°f(X),
wobei s > 0 mazimal gewdhlt wird, so gilt

afrang(F) =deg f = deg mp — s. (11.12)

Mit anderen Worten, die asymptotische Folgenrang ist der Grad des Mini-
malpolynoms minus des Fzponenten, der zum Figenwert Null gehort.

BEWwWEIS. Der Einfachheit halber setzen wir wieder d := deg mpg. Durch
Einsetzen von F' ins Minimalpolynom erhélt man geméaf Definition des Mi-
nimalpolynoms eine Gleichung der Form

P2 f(F) =0,

also sind fiir alle v € V' die Fsv, Fstly, ..., F5+99 fy linear abhingig, wor-
aus unmittelbar afrang(F) < deg f folgt. Um die Behauptung des Satzes
zu komplettieren zeigen wir nun, dass fiir ein geeignetes vg jeweils d — s
aufeinanderfolgende Vektoren

Fk+1’U0, Fk+2’U0, ceey F’H_d_svo

linear unabhéngig sind. Dafiir betrachten wir zundchst den Fall K = C.
Unter Zuhilfenahme des Satzes iiber die Jordan-Normal-Form erh&lt man
durch Zerlegung von f

m
FX) = TIx =2

i=1
in Linearfaktoren (die \; seien paarweise verschieden) einen Unterraum W,
beziiglich dessen bei geeigneter Wahl der Basis und Ubergang zur entspre-
chender Koordinatendarstellung eine Matrix A von F' die folgende Form hat
(siehe Korollar C.5, zerlege den Unterraum W aus dem Korollar hier weiter
zu W = W* ® Wy, wobei Wy zum Eigenwert 0 gehort und arbeite hier mit
W*):

A1 1

A1

Alw =

1

Véllig analog zum Beweis von Satz 11.3 wahlt man nun wp, und erhélt,
wenn man die Vektoren A*+lwy, ..., A¥T4=5y, ebenfalls analog wie oben als



Spaltenvektoren in eine Matrix B schreibt, das folgende Bild:

(it

(e

("T)A¥
)\lf-i-l

(k+11))\12c+1—(52—1)
S9—

k+1
)‘2

( k+1 ))\k-i-l—(sz—l)

Sm—1/) 7'

k+1
Am

11.1. FOLGENRANG

(F+d=0)) \FH(d=s)=(s1-1)
S1—

(k+(d—23)))\7f+(d—8)—(81—2)
S1—

(k-i—(f—s)) )'\/lﬂ-i-(d—s)—l

k+(d—s
A=)

(k+(d—ls)))\7;+(d—8)—(sz—l)
So—

(k—l—(d—s)) )\];Jn-l-(d—s)— (sm—1)

Sm—1
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c (Cd—sxd—s.

Es ist zu zeigen, dass B regulir ist. Sei also v € C"™ mit Ba = 0. Dann haben
wir zu zeigen, dass a = (. Betrachte nun das Polynom
n—1
g(X) == XMy "o X' € ClX].
i=0

Bezeichnen wir mit ¢(?) die p-te formale Ableitung von g, so gilt

(d—s)—1
gP(X)=XF 3" ik +1+d) - (k1 +i— (p—1)XP
=0
(d—s)—1 .
kE+i+1 -
= (ph) X" ai< >X’_p

) Z:; ,

(11.13)
und damit

gP(N)=0fir1<i<m, 0<p<s—1, (11.14)

wobei je eine der Gleichungen einer Zeile von Ba = 0 entspricht. Daraus
folgt nun, dass g vom Polynom

m

FX) =) (X = M)

i=1
geteilt wird. f aber ist ein Polynom vom Grad d — s. g ist ein Polynom vom
Grad k + (d — s) mit der (k + 1)-fachen Nullstelle 0. Da alle \; # 0, wird
g von XKT1f(X) geteilt, ein Polynom vom Grad k + (d — s) + 1. Daraus
folgt, dass g das Nullpolynom ist. Wir finden somit ein Element vy € V' mit
den oben erkldrten Eigenschaften. Damit ist der Fall K = C erledigt. Der
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Fall K = R folgt mit einer v6llig analogen Argumentation wie im Beweis von
Satz 11.3. O

11.2. Folgenstabilitit

Wir erweitern dieses Kapitel um eine letzte Definition, den der (starken)
Folgenstabilitdt. Dieser Begriff schldgt eine Briicke zwischen den oben zitier-
ten Ergebnissen und denen des vorhergehenden Kapitels. Die hier vorgestell-
ten Ergebnisse kdnnen als Zusammenfithrungen derselben aufgefasst werden.

DEFINITION 11.6. Sei V' ein K-Vektorraum mit n := dim V < oo und
F :V —V ein linearer Operator. Wir nennen F folgenstabil, falls es ein
0 # vy € V gibt, so dass die folgenden beiden Figenschaft erfillt sind:

(B) {z€V |3k eN: z= FFuy} ist beschrinkt und
(F) span{F*vy | k € N} = V.
Ersetzen wir Eigenschaft (F) durch
(AF) VS € N mit card(S) < oo : span {z € V | Ik e N\ S: 2z =
Frogy =V,
so nennen wir F' stark folgenstabil.

BEMERKUNG 11.7. Wir stellen schleunigst fest, dass Eigenschaft (F) gerade
der Tatsache

fdimp(vg) =n
bzw. Eigenschaft (AF)

afdimp(vg) =n
entspricht, aus denen natirlich mazimaler Folgenrang bzw. mazimaler asym-
ptotischer Folgenrang folgt.

Es gilt dann folgender Hauptsatz:

SATZ 11.8. Sei V ein K-Vektorraum mit n := dim V < oo und F : V —
V' ein Endomorphismus. F' ist genau dann folgenstabil, falls die folgenden
beiden Kriterien erfillt sind:

(i) F ist stabil sowie
(ii) VA € Spec(A) : dim(Eigy(A)) = 1.
Weiter ist F' genau dann stark folgenstabil, falls zusdtzlich zu (i) und (ii)
(iii) F' ist ein Isomorphismus
gegeben ist.
BEWwEIs. Wir starten mit der Vorbemerkung, dass Eigenschaft (7i) 4quivalent

zur Tatsache ist, dass das charakteristische Polynom das Minimalpolynom
teilt, also beide Polynome miteinander identifiziert werden kénnen.

“=—": Sei F' folgenstabil und vy # 0 ein Vektor, fiir den die geforderten Ei-
genschaften erfiillt sind.
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“ad (1)”: Wir setzen
B:={zcK"|MecK,|\<1,kEeN: z=\FFy},

und weiter sei B der Abschluss der konvexen Hiille von B. B ist nach Kon-
struktion eine beschrénkte Umgebung der Null. [Mit d := min.csp||2|2 gilt
Uq(0) C B.] Weiter gilt wegen der Stetigkeit von F:

FBC B. (11.15)
Nach Satz 10.9 ist F' somit stabil, also (i) erfiillt.

“ad (i)™ Mit Hilfe von Bemerkung 11.7 und Satz 11.3 stellen wir fest, dass
das Minimalpolynom maximalen Grad hat, was mit der Vorbemerkung zum
Ziel fiihrt.

“ad (iii)”: Sei nun F' dariiberhinaus stark folgenstabil. Da sein Minimalpoly-
nom maximalen Grad hat, folgt mit Satz 11.5, dass 0 kein Eigenwert von F'
sein kann. F ist folglich ein Isomorphismus.

“<=": Sei F' zunichst ein Endomorphismus, der die Eigenschaften (i) und
(i) erfiillt, also F' ein stabiler Endomorphismus mit Minimalpolynom von
maximalem Grad. Aufgrund von Eigenschaft (ii) finden wir mit Satz 11.3
ein vy € V mit fdimp(vyg) = n, mit anderen Worten

span{F*vy | k e N} = V.

Konnen wir zeigen, dass die Menge {F*vg | k € N} beschrinkt ist, so folgt
die Behauptung. Da F' stabil ist, gibt es eine beschrinkte Umgebung der
Null B C V mit F'B C B. Schreiben wir fiir 6 € K

WV :={zeV |3Ize B,ecK,|e| €[0,]0] : 2z =€z},
so gilt natiirlich auch
VoeK: F(0B)CéB.
Nun gibt es ein §; € K, so dass vg € d1 B. Es folgt weiter, dass
{zeV|3IkeN:z=Fky} c 6B,

womit die Beschrinktheit der zu untersuchenden Menge gezeigt ist.

Sei nun dariiberhinaus F' ein Isomorphismus. Da nun 0 kein Eigenwert von
F ist, finden wir mit Hilfe von Satz 11.5 ein vy € V mit afdimp(vg) = n,
mit anderen Worten:

VS CN,4S <oo: span{zc€V|3IkeN\S: 2= Fry} =V.

Man argumentiert wie oben, um Eigenschaft (B) bestatigen zu kénnen. [J






KAPITEL 12

Komponentensummen und Kegel

12.1. Komponentensummenerhaltende Matrizen

Dieser Abschnitt handelt von Matrizen, die invariant beziiglich des Kom-
ponentensummenfunktionals, also beziiglich der linearen Abbildung in den
Grundkorper, deren Bild die Summe der Komponenteneintrage ist. Diese Ma-
trizen konnen, in der entwickelten Theorie der sich anschliefenden Kapitel
unter gewissen Zusatzvoraussetzungen als eine Art verallgemeinerte Markoff-
Operatoren verstanden werden. Deshalb sind die folgenden Ergebnisse, im
Wesentlichen Aussagen iiber die geometrische Konstellation der Eigen- und
Hauptvektoren solcher Matrizen, von Interesse.

12.1.1. Einfiihrung. In diesem Abschnitt sei wiederum immer
K € {R,C}.

z € K™ wird bei Bedarf grundsitzlich als Spaltenvektor, also z € K™*!
aufgefasst. Ist A € K™*" eine Matrix, so sei AT € K"*™ die Transponierte
dazu. Weiter sei (.,.) das Standardskalarprodukt iiber K. Es gilt also

Ve,y e R™:  (z,y) = xly
im Falle K = R und
Ve,y e C™:  (z,y) =Ty,
wobel T := v — vy fiir x = vy +ivy € C™. Wichtig ist noch die Bezeichnung
1, :=(1,...,1),

also 1,, der Vektor, dessen Eintrédge alle Eins sind.

DEFINITION 12.1. Sei A € K™*™ eine Matriz. Wir nennen A komponen-
tensummenerhaltend , falls

Vze K™:  (1,2) = (1m, Az). (12.1)
Wir beginnen mit der folgenden offensichtlichen Feststellung:

PROPOSITION 12.2. Eine Matriz A € K™*™ jst genau dann komponenten-
summenerhaltend, falls fir alle Spaltenvektoren A*,i =1,....m

(10, AT =1 (12.2)
gilt.

209
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BEWEIS. “=": Sei ¢; = (0,..,0,1,0,...,0) € K™ der i-te kanonische Basis-

7

vektor. Dann gilt
1= <1maei> = <1m7AeZ> = <1m7AZ>7 (123)
was zu zeigen war.

“«<—": Sei z € K™. Schreibe z = ZZ aze;, a; € K und folgere

(1, Az) = <1m,A(Z aie)) = Zai<1m,Aei>
= Zai<1m,Ai> = ZO&Z'
= Zai<1m7ei> = <1mazai€i>

= <1m,Z>

(12.4)

O

PROPOSITION 12.3. Ist A ein komponentensummenerhaltender Isomorphis-
mus, so ist auch A~ komponentensummenerhaltend.

BEWwEIS. Offensichtlich: Sei y € K™, dann gibt es ein z € K" mit Az =
y <= A~y = z. Es folgt
1, A y) = 1,,, A7 Az) = (1,
(L A7) = ( ) = (L) 25)
= (1, Az) = (L, y)

O

PROPOSITION 12.4. Sind S, A € K™*™ komponentensummenerhaltende Ma-
trizen und S zusdtzlich regulir, so ist auch B := S~'AS komponentensum-
menerhaltend.
BEwEISs. Mit Proposition 12.3 offensichtlich:

(1, B2) = (11, STHAS2)) = (1,0, A(S2)) (12.6)
= (1, S2) = (1, 2). '

O

12.1.2. Eigenwerte. Wir beschiftigen uns nun mit der Geometrie von
Basen von Eigenvektoren komponentensummenerhaltender Matrizen. Zu-
néchst einmal ist das Folgende zu bemerken:

SATZ 12.5. Eine komponentensummenerhaltende Matriz A € K™*™ hat den
FEigenwert 1.

BEWEIS. Mit Proposition 12.2 fillt auf:
T
124 =1,
— A", =1,,
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Die Transponierte von A hat demnach 1,, als Eigenvektor zum Eigenwert
1. Da die charakteristischen Polynome von A” und A iibereinstimmen, folgt
die Behauptung. (]

Wie angekiindigt, beschiftigen wir uns nun mit der geometrischen Konstel-
lation der Eigen- und Hauptvektoren komponentensummenerhaltender Ma-
trizen. Eigen- und Hauptvektoren, die nicht zum Eigenwert 1 assoziiert sind,
haben Komponentensumme 0. Korollar des Ganzen ist iibrigens wiederum,
dass es einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 geben muss.

SATZ 12.6. Sei A € K™*™ eine komponentensummenerhaltende Matriz und
v € K™ ein zur (im Falle K = R reellen, siehe Satz C.6) Jordan-Normal-
Form assoziierter Haupt- oder Eigenvektor zum FEigenwert A € C. Dann gilt:

A#£1 = (L,,0)=0. (12.7)

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass der Fall K = R einfach aus dem Fall
K = C gefolgert werden kann, indem man A als Element aus C"*™ auffasst
und bemerkt, dass die zu einem von Kins verschiedenen, echt komplexen
Eigenwert assoziierten Basisvektoren z € R™ der reellen Jordan-Normal-
Form nach Konstruktion der reellen Jordan-Normal-Form sich jeweils als
die Summe zweier nicht zu Eins gehérenden Basisvektoren z, z* der Jordan-
Normal-Form schreiben lassen:

x = %(z +2").
Deshalb
(L) = 3 (L, 2+ (L, 27)) = 0
nach Fall K = C. Wir betrachten daher nur noch den Fall K = C.

Sei v € ker(A — X -id)' ein Eigen- oder Hauptvektor zu einem Eigenwert
A € C mit A # 1. Wir verfahren mit vollstdndiger Induktion iiber /.

I = 1: Dies ist der Fall, dass Av = A\v, also v ein Eigenvektor zum Eigenwert
A. Die Annahme (1,,,v) = K # 0 fiihrt auf

K = <1m,'U> = <1m7Av>
= (L, \0) = M1, v) = MK,

ein Widerspruch!

I — 1+ 1: Sei v € ker(A — X -id)*'. Dann gibt es einen Hauptvektor
v* € ker(A — X\ -id)!, so dass

Av = \v + v*.

Die Annahme (1,,,v) = K # 0 fithrt auf
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K = (1,,,v) = (1), Av)
= (1, Ao 4 v%)
= A1, v) + (1, 0")

Y N1, v) =\ K,
ein Widerspruch! O

Es folgt ein Korollar, das einen geometrischen Aspekt einer stabilen, kom-
ponentensummenerhaltenden Matrix aufzeigt.

KOROLLAR 12.7. Sei A € R™*™ eine stabile, komponentensummenerhal-
tende Matriz. Dann hat A einen FEigenvektor v zum Eigenwert 1 mit der
FEigenschaft

(1,,,v) # 0. (12.8)

BEWEIS. Aufgrund des obigen Satzes 12.6 hat A einen Haupt- oder Eigen-
vektor v zum Eigenwert 1 mit (1,,,v) # 0. Weil A stabil ist, gibt es keine
Hauptvektoren zum Eigenwert 1 (vergleiche Satz 10.9, 10.5). O

BEMERKUNG 12.8. Komponentensummeninvarianz alleine reicht nicht, um
die Aussage von Korollar 12.7 erzielen zu kénnen. Das zeigt das Beispiel der

Matriz
3 1
A = < 21 %> .
2 2
Diese hat Spaltensummen 1 und ist daher nach Proposition 12.2 komponen-
tensummenerhaltend. Jedoch gilt

(4= ()
()= 0= 0) ()

(1,—1)T ist also Eigenvektor zum Eigenwert 1 und (1,1) Hauptvektor zum
FEigenwert 1. Demnach kann es keinen weiteren Eigenvektor zum FEigenwert
1 geben. Es gilt jedoch (15, (1,—1)T) = 0.

sowie

BEMERKUNG 12.9. FEin Spezialfall stabiler, komponentensummenerhalten-
der Matrizen sind Markov-Operatoren (Matrizen mit ausschlieflich positiven
Fintrigen und Spaltensumme 1). In diesem Fall beweist man die Aussage von
Korollar 12.7 einfacher mit dem Lemma von Farkas [FaiO5b].

12.2. Invarianz von Kegeln und Komponentensummen, Stabilitit

Dieser Abschnitt stellt die Begriffe der Kegelinvarianz, der Stabilitdt (al-
so der Invarianz beziiglich Umgebungen der Null) und der Komponenten-
summeninvarianz in einen Zusammenhang. Es stellt sich heraus, dass fiir
komponentensummeninvariante Matrizen Stabilitdt und Invarianz beziiglich
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Kegel einer bestimmten geometrischen Auspriagung dquivalente Konzepte
sind. Diese Einsichten m&gen sich als hilfreich fiir die Theorie der “konkreten
OOMs” [Jae00], eine Form der Darstellung endlich-dimensionaler stochasti-
scher Prozesse, erweisen

Wir iibernehmen fiir diesen Abschnitt die Bezeichnungen des vorigen Ab-
schnitts. In diesem Abschnitt gilt allerdings immer K = R, wir betrachten
demnach nur reellwertige Vektorrdume. Zur Erinnerung: 1,, = (1,...,1)7 ist
der Vektor, dessen Komponenten alle Eins sind und (.,.) ist das Standards-
kalarprodukt auf R. In diesem Abschnitt bezeichnet

m m
conv(B) :={x e R™ | x = Zaixi,wi € B,a; > O,Zai =1}
i=1 i=1
zusatzlich den konvexen Abschluss einer Menge B C V eines R-Vektorraums.
Eine Menge B bezeichnen wir als konvex , falls conv(B) = B. Dariiberhin-

aus iibernehmen wir alle Bezeichungen und Begriffe aus Kapitel 3, Unterab-
schnitt 3.2.2.

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts ist nun der folgende Satz. Er
stellt einen Zusammenhang zwischen invarianten Komponentensummen, Ke-
geln und Umgebungen der Null her. Im weiteren Verlauf gebrauchen wir,
zusdtzlich zu den iiblichen Begriffen noch die Bezeichungen

HT = {]I (= Rm ‘ <1m’x> — 7’}7
Hiccszyp = {2 eR" [ (1n,2){<, <, >, 2} 1},
R™*T = {2 eR™|z=(21,....,Tm),Vi:z; >0}

und weiter fiir beliebige Mengen B € R™
BT .= (R™)*NnB.

SATZ 12.10. FEine komponentensummenerhaltende Matriz A € R™*™ jst ge-
nau dann stabil, wenn sie einen echten Kegel K invariant ldsst, fir den gilt
K\ {0} C Hso. (12.9)

BEWEIS. “=": Sei A stabil. Nach Satz 10.6 und Satz 10.9 gibt eine abge-
schlossene Umgebung der Null B, die von A invariant gelassen wird. Deswei-
teren kann B ohne Einschriankung konvex gewihlt werden (gehe bei Bedarf
zu conv(B) iiber, offensichtlich wird auch conv(B) invariant gelassen) und
mit der Eigenschaft

(H1)" C B. (12.10)
[Da B eine Umgebung der Null, gibt es ein € € R, so dass U.(0) C B. Wir
setzen B = 2B und bemerken, dass Us(0) C B und natiirlich auch AB C B.
Fiir x € R7 N H; gilt weiter ||z]|2 < ||z||1 = 1, also = € U(0) C B/]
Da A komponentensummenerhaltend ist, folgt

A(BﬁHl) C BN H;. (1211)
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Da (Hy)4+ C BN Hy, ist BN Hj nicht-leer, und weiter wie B ebenfalls konvex
(da die Komponentensumme bei Konvexkombinationen erhalten bleibt). Wir
setzen
K= |Jr-(BnH)
reR+

(wobei - (BN Hy) := {x € R™ | v € (BN Hy) : © = rv}) und stellen
fest, dass K offensichtlich von A wegen 12.11 invariant gelassen wird und ein
echter Kegel ist:

o Kegeleigenschaften: Aus x € K folgt offensichtlich ax € K fiir o €
R* nach Konstruktion von K. Seien nun =1 = r1vy,xs = rovs € K,
r1,r79 € RT v, v9 € BN Hy. Dann gilt

1 T2
r1+22) = v1 + vo € BNH
7’1+T2( ! 2) T+ 72 ! 1+ 79 2 !
wegen der Konvexitidt von BNH;. Alsoist x4y € (r1+r2)-BNH; C
K.
o Abgeschlossenheit: Ist klar, da offensichtlich 6K C K.
e Soliditit: Die Volldimensionalitét folgt aus (Hy)* € BN H;.
e Punktiertheit: Die Punktiertheit folgt aus der Beschrinktheit von
BN H;.

“«<=": Wir bezeichnen den echten Kegel, der von A invariant gelassen wird,
mit K. Weiter bezeichne

Kgl =KnN HSI N HZO‘
Dies ist wegen 12.9 eine nicht-leere, volldimensionale Menge. Wir setzen
B := conv(K<1 U—-K<)

und stellen fest, dass B von A invariant gelassen wird. Weiter ist B offen-
sichtlich beschrankt und, da K ein echter, und damit volldimensionaler und
abgeschlossener Kegel ist, auch eine abgeschlossene Umgebung der Null. [J

KOROLLAR 12.11. FEine komponentensummenerhaltende Matriz A ist genau
dann stabil, falls es eine zu A dhnliche, komponentensummenerhaltende Ma-
triz gibt, die einen echten Kegel K invariant ldsst, mit der zusdtzlichen Ei-
genschaft

K c (R™)*, (12.12)

BEWEIS. “=": Mit Satz 12.10 ist klar, dass A einen echten Kegel K invari-
ant ldsst, fiir den K\ {0} C H gilt. Nach Konstruktion (beachte den Beweis
von Satz 12.10) gilt weiter (H;)" C K. Wir basteln einen komponentensum-
menerhaltenden Isomorphismus S, so dass B := S~'AS die gewiinschten
Eigenschaften hat (beachte Proposition 12.4). Dafiir setze zunéchst

1 1
=(—,..,—)eH)T cK
e (m m) (H1)

und weiter

D:= max |[lz—ella <o
reKNH,
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€3=(0,0,1)

(0,1,0)=¢2
i e+d/D(el-e)

(1,0,0)=el

ABBILDUNG 1. Ilustration der Abbildung S mit S(e;) = e—
4 (e; — e) im Falle m = 3.

der grofitmdogliche Abstand aller in K N H; (offensichtlich kompakt, da K
echt) liegenden Vektoren zu e = (1/m,...,1/m). Sei weiter
d:= min |lz—e¢|l2>0
T€8(Hy1)T
der Radius des groRten Kreises um e, der ganz in (H)™" liegt. Wegen §(H;)" €
K N Hy gilt nun

d
0< =<1
<D<

Betrachte die folgende, durch lineare Fortsetzung definierte lineare Abbil-
dung (siehe Abbildung 1):

S: R — R™

ei = e+ L(ei—e). (12.13)
S ist wegen d/D > 0 ein Isomorphismus und wegen
(s 8) = (L Sei) = (L, (1= e+ el
(1, (1 — %)e) + (1, %eﬁ (12.14)
—1-2+2-1

komponentensummenerhaltend. Sei nun z € K N H;. Schreibt man =z =
Yo aiei (O, o =1 wegen x € Hy), so gilt

d
\|5$—6H2:HZ%S€Z €H2:HZ%€+ ei —e)) —ell2
il Zaz ei —e)llz = —H Zazel — el (12.15)

<Z.Dp=d

O =
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Damit ist Sz € (H;)". Daraus folgt, dass SK € (R™)*. SK ist, da alle
zu iiberpriifenden Eigenschaften unter Isomorphismen erhalten bleiben, ein
echter Kegel. Setze nun B := SAS~! eine (wg. Proposition 12.4) kompo-
nentensummenerhaltende Matrix. Weiter gilt

BSK = SAK C SK,
was zu zeigen war.

“<=" Diese Richtung ist einfach. Sei B := S~'AS die zu A #hnliche, eben-
falls komponentensummenerhaltende Matrix und K der von B invariant
gelassene Kegel mit den geforderten Eigenschaften. Nach Satz 12.10 ist B
stabil. Da Stabilitit unter Ahnlichkeitstransformationen erhalten bleibt, ist
auch A stabil. O

FAziT 12.12. Die verschiedenen Invarianzen eines linearen Operators, d.h.
Umgebungen der Null, Komponentensummen und Kegel, sind zu einem ge-
wissen Grade austauschbar. Wir vermuten, dass bei einer sorgfiltig formu-
lierten Verallgemeinerung auf beliebige lineare Funktionale, d.h. bei Inva-
rianz bezuglich beliebiger Hyperebenen, entsprechend allgemeinere FErgebnis-
se erzielt werden kénnen, bei denen Stabilitit und Invarianz beziglich einer
Klasse von entsprechend positionierten Kegeln in Zusammenhang gebracht
werden kénnen.
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ANHANG A

Vier technische Lemmata fiir (signierte) Mafie

An dieser Stelle fithren wir vier technische Lemmata auf, die wir in ein-
leitenden Kapiteln benétigt haben. Diese Lemmata sind recht elementar und
Ergebnisse, die man in den meisten Biichern als Ubungsaufgaben finden
kann.

Im Folgenden sei nun (2, B) immer ein Messraum und P sei ein endliches,

signiertes Mafi darauf (Definitionen siehe Abschnitte 2.1 und 2.2). Mit Er-
eignissen sind dann Elemente von B gemeint. Desweiteren sei mit |P| die
totale Variation von P gemeint (siehe wiederum Abschnitt 2.3).

LEMMA A.1. Seien A, B und C drei Ereignisse. Dann gilt
|IP|(ANC)A (BNC)) <|P|(AA B).

BEWEIS. Zunéchst sieht man mit Hilfe der de Morgan’schen Regeln

cnbicnAa)=cnCcula)=nlo)u(CnlA) =cnCA
ein. Zusammen mit dem analogen Resultat fiir C' und B erhélt man
(CNA)ACNB)=(CNA\CNB)U((CNB)\ (CNA)
(CNBNCNAYUCNAN(CNB))=(CNBNA°)U(CNANB°
(CN(B\A)U(CN(A\B))
C(B\A)U((A\B)=AAB.

(A.1)
Damit folgt natiirlich die Behauptung. O

LEMMA A.2. Seien A und B zwei Ereignisse. Dann gilt
|P(A) — P(B)| = |P(A\ B) - P(B\ A)| < [P|(A A B).

BEWEIS. Wegen P(B) = P(B\ A) + P(BN A) und P(A) = P(A\ B) +
P(A N B) folgt

[P(A) = P(B)| = |[P(A\ B) + P(AN B) — (P(B\ A) — P(BN A))|

= [P(A\ B) = P(B\ A)| < [P(A\ B)| + |[P(B\ A)| S(IJJ:I(;‘l A B).
2

O

LEMMA A.3. Seien A, B und C drei Ereignisse. Dann
|P|(AA B)<|P[(AAC)+|P|(B A C).

219
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BEWwEIs. Es gilt

A\B c (A\O)U(C\B),
denn sei x € A\ B, so dass ¢ ¢ A\ C, dann folgt x € (ANC)\ B C C\B.
Analog folgern wir

B\A c (B\CQ)U(C\A)
und damit
|P|(AAB) = |P|(A\ B) + |P|(B\ A)
< |PI((ANC)U(C\ B)) +|P|(B\C)U(C\ A))
< |P[(ANC) +|P[(C\ B) + [P|(B\ C) +|P|(C\ A)
=|P[(AAC)+|P|(BAC).

) (A.3)
A

LEMMA A.4. Seien A, B,C und D vier Ereignisse. Dann
|P|((AN B)A(CND))<|P[(AAC)+ |P|(BAD).
BEwEIS. Das folgt aus
(AnB)\ (CNnD)=(AnB)nCCnD)=(An B) n (CC uClD)
=(AnBNCC) U (AnBnCD)
C(A\C)u (B\ D)
und analog
(CnD)\(AnB) c (C\A U/(D\B).



ANHANG B

Beweis von Satz 4.41

Wir reichen an dieser Stelle einen Beweis fiir den folgenden Satz nach:

SaTz B.1. Ist g ein MafSvektor, so sind die beiden folgenden Aussagen dqui-
valent:

(a) g ist ein ES-Vektor.
(b) Das zu g assoziierte dynamische System (Qdx;, Bx, mg,Tq) ist AMS.

Das erfordert jedoch den Einsatz von Begriffen, die in diesem Text bislang
keine Rolle spielten (und auch keine spielen sollten). Wie bereits in Ab-
schnitt 4.3 angesprochen, ist die Implikation (a) = (b) einfach. Ist g der
dem stationdren Grenzmaf von m, entsprechende Vektor und schreiben wir

(= 3 Sio 1Y)

n—1 n—1
1 1 i
mn::mung:—g muig:—g moTq",
n “ n -
1=0 =0
so haben wir fiir die umgekehrte Richtung zu zeigen, dass

sup |mp(B) —mg(B)| — 0,

BeBy, n—0o0
also dass die Folge der Mafe m,, gleichméfig auf allen Elementen von By
gegen das stationdre Grenzmaf m konvergiert, oder um mit den Worten von
Definition 2.59 zu sprechen, die Folge der m,, konvergiert schwach Skorokhod
gegen das Maf m.

Wir werden im Laufe dieses Kapitels mehr als das zeigen. Zum Verstidnd-
nis dessen ist jedoch das Verstdndnis verschiedener Formen der Konvergenz
von Zufallsvariablen nétig. Desweiteren beachte man die nachfolgende Be-
merkung, die zum weiteren Verstdndnis des Textes sehr wichtig ist:

BEMERKUNG B.2. Wir werden im weiteren Verlauf ausschlieflich dynami-
sche Systeme mit Wahrscheinlichkeitsmafen m betrachten, da die mafigebli-
chen Definitionen und die alternativen Formulierungen (als auch die eigent-
liche Definition, siehe Bemerkung 2.60) der schwachen Skorokhod Konver-
genz nur fir Folgen von Wahrscheinlichkeitsmaflen angegeben werden. Die
gesamte Theorie ldsst sich jedoch offensichtlich auf Folgen von Mafen P,
verallgemeinern, so dass es ein C € R™ gibt, so dass fiir alle n

P,(Qx)=C

221
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gilt, da es sich bei solchen Folgen quasi um Folgen skalierter Wahrschein-
lichkeitsmafie handelt und fiir solche ist die Ubertragung der Theorie eine
offensichtlich einfache Angelegenheit. Da es sich bei den hier betrachteten

Maflen m, = %Z?__Olm o Ts;i um entsprechende Folgen handelt, ist also

eine Ubertragung der Theorie in unserem Falle zuldssig.

So vorbereitet, stiirzen wir uns erneut in die Theorie der Konvergenz von
Zufallsobjekten.

B.1. Konvergenzformen von Zufallsvariablen

Um den Satz beweisen zu kénnen, wollen wir zunéchst verschiedene For-
men der Konvergenz von Maflen noch einmal unter die Lupe nehmen. Dabei
konnen die verschiedenen Formen der Konvergenz von Mafen immer unter
Zuhilfenahme von Konvergenzbegriffen formuliert werden, die fiir Folgen von
Zufallsvariablen geschaffen worden sind.

DEFINITION B.3. Ist
(X 0 (1,81, P) — (R, B(R)))nen

eine Folge von Zufallsvariablen aus einem Mafraum (Qy, By, P) in den Maf-
raum der reellen Zahlen versehen mit der von allen Intervallen erzeugten
Borel-o-Algebra B(R), so sagen wir, dass die X, stochastisch gegen die
Zufallsvariable

X" (Q, B1, P) — (R, B(R))
konvergieren, falls

Vee RT: PHweQ: |X,(w) — X*(w)| >e}) — 0,

n—~o0

also der Messwert der Menge der w € ), auf denen sich die Werte der X,, von
denen von X* um mehr als € unterscheidet, fir alle € gegen Null konvergiert.

DEFINITION B.4. Ist
(Xn (21, B1, P) — (R, B(R)))nen

eine Folge von Zufallsvariablen aus einem Mafraum (21,81, P) in die reellen
Zahlen versehen mit der von allen Intervallen erzeugten Borel-o-Algebra, so
sagen wir, dass die X, fast iiberall gegen die Zufallsvariable

X*: (9,81, P) — (R,B(R))
konvergieren, falls
Pwe: nh_IEOX"(w) =X"(w)}) =1,
also die Menge der Elemente von (Q, auf denen die X,, gegen X™* konvergie-

ren, von P mit dem mazimalen Messwert 1 belegt wird.

Nun gilt die folgende Implikation:
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SaTz B.5. Konvergiert eine Folge von Zufallsvariablen fast tiberall, so auch
stochastisch.

BEWEIs. Siehe [GSO01], S. 310, Theorem 7.2.3. O

B.2. Absolutstetigkeit und der Satz von Radon-Nikodym

Um den Weg zuriick zur Konvergenz von Mafen zu finden, benétigen wir
einige weitere Klassiker der Maftheorie. Zwei davon sind die Definition der
Absolutigstetigkeit von Mafien beziiglich eines Referenzmafies und der Satz
von Radon-Nikodym, der diesen Begriff auf pragnante und hilfreiche Art und
Weise charakterisiert.

DEFINITION B.6. Seien P,Q zwei Mafle auf einem Messraum (2, 8). Wir
sagen, dass P absolutigstetig beziiglich Q ist bzw. ) dominiert P, falls

VBeB: QB)=0 = P(B)=0.
Ist dies der Fall, so schreiben wir auch

P << Q.

Der Satz von Radon-Nikodym setzt diesen Begriff nun mit der Existenz von
Dichtefunktionen in Beziehung. Fiir die Definition eines Integrals [ verwei-
sen wir den Leser auf [Bau90] oder aber iiberlassen ihn seiner Intuition.
Eine ausfiihrliche Besprechung dieser Theorie hat an dieser Stelle keinerlei
Nutzen im Sinne eines besseren Verstdndnises dieses Texts.

SaTz B.7 (Radon-Nikodym). Seien P,Q zwei Mafle auf einem Messraum
(Q, B). Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(a) @ dominiert P.
(b) Es gibt eine messbare Funktion f : (Q2,B,Q) — (R,B(R)), so dass
fiir alle B € B:

/deQ = P(B).

Eine Funktion wie in (b) wird auch als Dichte von P beziglich ) bezeichnet.

BEMERKUNG B.8. Dichten sind nicht eindeutig bestimmt. Genauer sind zwei
messbare Funktionen f # g genau dann eine Dichte von P beziglich Q, falls
f eine Dichte von P beziglich () ist, und

Q{w € Q[ f(w) # g(w)}) =0,

f und g sich also nur auf einer Nullmenge von (Q unterscheiden.
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B.3. Der Raum L;(P)

Wir fahren damit fort, ein &uferst beliebtes, weil mit schénen Eigenschaf-
ten ausgezeichnetes Objekt der Funktionalanalysis/Maftheorie vorzustellen
und zeigen eine Querverbindung zu den oben definierten Dichten auf. Fiir
die dabei involvierte Definition eines Integrals verweisen wir auf einschligige
Literatur (siehe z.B. [Bau90)).

DEFINITION B.9. Ist (2, B, P) ein Mafiraum, so setzen wir zundchst
L1(Q,B,P) = {f : (2, B, P) — (R, B(R)) messhar | / If|dP < o},
Q

also L1 der Vektorraum der messbaren Funktionen mit betraglich endlichem
Integral und befinden weiter zwei Funktionen f,g € Ly fir dquivalent, falls
P{w € Q| f(w) # g(w)}) = 0, sie sich also bloff auf einer Nullmenge un-
terscheiden. Wir schreiben dann f ~ g fir zwei solche Funktionen f,g und
setzen

Ll(Q,B,P) = ﬁl(Q,B,P)/ ~

also Ly der Vektorraum der Aquivalenzklassen beziglich ~ aus L. So formu-
liert wird Ly vermoge der (wohldefinierten, da sich die Integrale der Betrags-
funktionen der verschiedenen Reprisentanten einer Aquivalenzklasse nicht
unterscheiden) Norm

[I.lh: L1 — RT
f = fQ|f|dP

zu einem Banachraum.

Siehe z.B. [M'V92] fiir einen Beweis der Vollstandigkeit von L;. Wir schrei-
ben weiter der Einfachheit halber

Ll(P) = Ll(Q7Bv P)7
falls klar ist, um welchen Messraum es sich handelt bzw. im Zweifel
Lyi(P) := L1(Qs, By, P)
(analog definieren wir £1(P)).
Wir verfolgen nun eine Argumentation, deren Elemente geldufigen Er-

kenntnissen entsprechen und z.B. teilweise in [Bau90| nachgelesen werden
konnen. Dafiir sei (€2, B) ein Messraum. Wir betrachten dann

G := {P: B — R endliches, signiertes Maf},

die Menge der endlichen, signierten Mafie auf (€2, B), die vermége der ele-
mentweisen Addition und Skalarmultiplikation und der Norm

[1P[[ = [P(€),

wobei |P| die totale Variation von P sei (siehe Def 2.48, aus der Minima-
litatseigenschaft der Jordan-Zerlegung 2.46 folgt |P; + P»| < |Pi| + | P,
woraus die Normeigenschaft von ||.||, ersichtlich wird), zu einem normierten
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R-Vektorraum wird. Sei weiter ) ein Maf (€2, B). Wir betrachten dann die
folgende Abbildung
o L1(Q) — g
f . < my: B — R >
B - fB fdQ )

Das ist eine lineare Abbildung mit

ker(®) = {f € £2(Q)| /Q 1dQ = 0}
—{f € £1(Q)|QUw | f(w) #0}) =0},

woraus offensichtlich
L1(Q) = L1(Q) /ker(®)

folgt. Wir studieren nun noch das Bild von ®. Dazu betrachten wir folgenden
Untervektorraum Gg von G:

Go :={Pegl||P| <<Q},
also die Menge der endlichen signierten Mafe auf (2, B), deren totale Va-
riation (siehe Definition 2.48) absolutstetig beziiglich @) ist (diese ist ein
Vektorraum, da aus |P; + P|(B) < |P1|(B) + |P:|(B) fiir alle B € B die
Absolutstetigkeit von |P; + P,| aus der von |P;| und |P| folgt). Es gilt nun
(|11 = 12(1)l;

woraus mit dem Satz von Radon-Nikodym |®(f)| << @ folgt. Damit erhal-
ten wir

I m(CI)) (- QQ.
Ist umgekehrt ein endliches signiertes Mak P mit |P| << @ gegeben, so

natiirlich auch P*, P~ << Q. Diese besitzen nach dem Satz von Radon-
Nikodym Dichten f*, f~ und es gilt dann

O(fT—f)=0(f")-®(f)=PT-P =P,
und es folgt
Im(®) = Gg.
Weil allgemein V/(ker¢) = Img fiir eine lineare Abbildung ¢ : V. — W

zwischen linearen Vektorrdumen gilt, erhalten wir eine Isomorphie von Vek-
torrdumen

L1(Q) = G-
Schlussendlich gilt noch fiir f € £1(Q)
11l = / [f1dQ = (| f)(2) = [@(N)I(2) = [[@()]]«

und wir erhalten insgesamt den folgenden

SaTz B.10. Mit den obigen Bezeichnungen etabliert
®:Li1(Q) — Go

eine Isometrie von R-Vektorrdaumen.
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Geméf Korollar 2.52 kénnen wir im Falle des Messraums ({2y, By) obigen
Vektorraum G mit dem [gj; identifizieren. Dabei entsprechen sich die Normen
||-|«,||-]|7v gerade, wie man leicht einsieht (beachte Zerlegungssatz 2.51 und
Proposition 2.41). Setzen wir nun fiir einen Mafivektor g € gy nun noch

lg == {h€lsm| myp << mg},

so entspricht [, gerade obigen G,,,. Wir erhalten somit

KOROLLAR B.11. Ist g € gy ein Mafvektor, so erhalten wir durch obiges
® eine Isometrie von Vektorrdumen

O Li(mg) — 1.

BEWEIS. Isometrie meint, dass ||f||1 = ||®(f)||7v, was aus obiger Argumen-
tation ersichtlich wird. O

B.4. Formen der Konvergenz von Mafien

So ausgeriistet betrachten wir erneut die schwache Skorokhod Konver-
genz als auch eine weitere Form der Konvergenz von Maflen.
Zunéchst eine alternative Charakterisierung der schwachen Skorokhod Kon-
vergenz:

PROPOSITION B.12. Sei (P,)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen
auf einem Messraum (2, B). Dann konvergieren die P,, genau dann schwach
Skorokhod gegen das Maf§ P*, falls es ein Referenzmaf QQ ¢ibt, das die P,
fiir alle n € N sowie P* dominiert und weiter gilt, dass die Folge der Dichten
(fn) der P, beziiglich Q stochastisch gegen die Dichte f* von P* beziiglich Q
konvergiert, d.h.

VeeRT: Q({fn—f>€}) — 0.

n—oo

BEWEIS. Siehe [JR97], Theorem 3.1.3. O

Nun die (neben starker Konvergenz und schwacher Skorokhod Konvergenz)
dritte Konvergenzform von Mafien:

DEFINITION B.13. Sei (P,,)nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf
einem Messraum (2, B). Wir sagen, dass die P,, strikt gegen das Mafi P*
konvergieren, falls es ein Referenzmafi QQ gibt, das die P, fiir alle n € N
sowie P* dominiert und weiter gilt, dass die Folge der Dichten (f,) der P,
beziiglich QQ fast sicher gegen die Dichte f* von P* beziiglich (Q konvergiert,
d.h.

Q({ lim fu(w) = f(w)}) = 1.

BEMERKUNG B.14. Aus Satz B.5 folgt dann, dass eine strikt konvergente
Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien auch schwach Skorokhod konvergiert.
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B.5. Positive Kontraktionen

Wir betrachten nun eine spezielle Klasse von Operatoren auf normierten
Vektorrdgumen, die sogenannten Kontraktionen.

DEFINITION B.15. Fin linearer Operator zwischen partiell geordneten, nor-
mierten Vektorrdumen

T: Vv, <v) — W[l llw, <w)
wird positive Kontraktion genannt, falls
VoeV: ||Tvllw <||v||lv

und

v>2y 0 = Tv>wy 0.

Positive Kontraktionen auf dem L; (wobei f < g < g — f > 0) sind aus-
fithrlich studiert worden, siehe z.B. [Kre85|, Kapitel 3. Einer der aus diesen
Studien resultierenden, berithmtesten Sitze ist der von Chacon-Ornstein:

SATZ B.16 (Chacon-Ornstein). Sei (2, B) ein Messraum, QQ ein Wahrschein-
lichkeitsmaf darauf und

T:L1(Q) — L1(Q)

eine positive Kontraktion. Seien weiter f,g € L1(Q), so dass g > 0. Dann
konvergieren die Folgen

Yico T'(f)
>ise Ti(g)
fast diberall auf {3, Tig >0} gegen ein f* € L1(Q).
BEWEIS. Siehe z.B. [Kre85]|, S.119 ff. O

Sehr oft findet der Satz in der folgenden speziellen Form Anwendung:

KOROLLAR B.17. Sei (Q2,B) ein Messraum, Q) ein Wahrscheinlichkeitsmaf
darauf und

T:Li(Q) — L1(Q)

eine positive Kontraktion. Ist f € L1(Q), so konvergieren die Folgen
1 n—1
LS i)
i=0

fast tberall gegen ein f* € L1(Q), so dass T'f* = f*.

BEWEIS. Setze g = 1 im Satz von Chacon-Ornstein, der Zusatz T f*
folgt offensichtlich.

[
O™%
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B.6. Beweis des Satzes

Der Fahrplan des Beweises ist nun der folgende: Wir suchen zunéchst ein
Referenzmaf () fiir alle m,, und m und weisen dann mit Hilfe des Satzes von
Chacon-Ornstein die fast sichere Konvergenz der dazu assoziierten Dichten
nach. Wir zeigen daher:

SaTz B.18. Sei (Qx,Bs, m,Tq) ein dynamisches AMS System mit statio-
ndrem Grenzmafl m. Dann konvergiert die Folge der Mafle my, 1= > /=
T~ strikt gegen m.

BEwWEIS. Wir identifizieren im Verlauf dieses Beweises Vektoren g € lgps
mit ihren assoziierten Mafen und vermeiden daher die Schreibweise m . Wir
definieren ein Mak @ auf (Q2x, By) durch die Vorschrift

1, _ e
QB) = S (m(B) + 327" m,(B))
n>0
das sich wegen (beachte: m,(Qy) = m(Qy) = m(Qyx) fiir alle n € N)
1 mn(Qz)Zﬁ’L(Qz)

Q0s) = 5 (m(Qs) + 327 my (@) ™ ET )
n>0
als endlich erweist. Es ist offensichtlich nach Definition, dass () alle m,, sowie
m dominiert. Wir betrachten nun weiter

lg = spanig € lsm [ lg] << go},
den wir mit Hilfe von Korollar B.11 als den L;((Q) identifizieren. Wir zeigen
nun zuerst, dass
1lgg) C lgg- (B.1)
Zunichst folgt aus

1
0 < nga(B) = 3(m(Ty B) + Y2 2" 'mo (T B))
n>0
namlich mo T, (B) = m(B) > 0 oder aber die Existenz eines i € N, so dass
m(To"(B)) > 0. Aus beiden Fillen folgt nach Definition von () wiederum

Q(B) > 0 und damit die Absolutstetigkeit von jugg = Q o T, ! beziiglich Q.
Ist deshalb h € lgys ein Mafvektor mit h << gg, so

ph(B) >0 = hWTy'B)>0 = QIy'B)>0 = Q(B)>0,

also auch ph << Q. (B.1) folgt daher aus |uh| < p|h| fir alle h € lgp.
Wegen ||ug||rv < ||g||rv induziert p iiber Korollar B.11 eine positive Kon-
traktion T}, auf dem L;(Q) (positiv, weil durch y Mafe auf Mafe abgebildet
werden). Ist fy nun die Dichte von m beziiglich @), so gilt dann offensichtlich,

dass T} fo gerade die Dichte von m o T(; " ist. Nach Korollar B.17 des Sat-

zes von Chacon-Ornstein konvergiert nun die Folge 1 Sy T,i fo fast iiberall

gegen ein f* € L1(Q). Dies muss wegen der starken Konvergenz der zu den
% Z?:_ol T ; fo assoziierten Mafe gerade der Dichte von m entsprechen. O



ANHANG C

Jordan-Normal-Formen

Dieser Teil des Anhangs liefert Resultate der linearen Algebra, die eher
technischer Natur sind und zum Teil in Standardwerken nicht oder nur
schwer zu finden sind. Der Satz von der reellen Jordan-Normal-Form ist ein
offensichtliches Korollar der komplexen Jordan-Normal-Form, das allgemein
bekannt sein diirfte, jedoch in den meisten Lehrbiichern nicht erwdhnt wird
(eines davon ist [Kow75]). Wir fithren deshalb die Aussage samt Beweis an
dieser Stelle auf.

C.1. Grundlagen

Um den Einstieg in die Materie deutlich zu erleichtern, beginnen wir
diesen Abschnitt mit dem Satz iiber die Jordan-Normal-Form fiir komplex-
wertige Matrizen. Weiter formulieren wir ein reelles Analogon der komplexen
Jordan-Normal-Form. Die reelle Jordan-Normal-Form dokumentiert, dass re-
elle lineare Operatoren im Wesentlichen nur Eines beherrschen: Drehstre-
ckungen. Der Satz ist elementar, und ist ein einfaches Korollar des komplexen
Falles. Da er in Standardlehrbiichern jedoch selten zitiert wird ([Kow75] ist,
wie bereits erwihnt, eine Ausnahme), fiihren wir ihn desweiteren an dieser
Stelle samt Beweis auf. Wir geben dariiber hinaus die Definition des Minimal-
polynoms an und illustrieren den Zusammenhang mit der Jordan-Normal-
Form. Zunéchst erinnern wir an wichtige und hier benétigte Grundbegriffe
der linearen Algebra.

DEFINITION C.1. Ist A € K™*" eine Matriz, die wir als lineare Abbildung
A: K" — K" quffassen, so sei

o(A) :={A1,...,.\m} CC

die (endliche) Menge der Eigenwerte von A, auch Spektrum von A genannt
und

p(A) = max{[A] | A € o(A)}
der Spektralradius von A. Weiter sei
Va(A) := dim Hau(A;\),
die algebraische Vielfachheit des Figenwerts A\, wobei
Hau(A;\) = | ] Ker(A— X - Id)®
s>1

der Hauptraum eines Figenwerts X\ sei. Dabei beachte man, dass es ein s € N

gibt, so dass fir alle s > so : Ker(A—X-1d)°* = Ker(A— \-1d)*°. Wir

229
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setzen

index(\) :=min{s € N | Ker(A — \-Id)* = Ker(A — X-Id)*™"}
und nennen dies den Index des Figenwerts A. Fs gilt dann

index(X)
Va(A) =dim | ] Ker(A—X-Id)*.

s=1

Ist weiter det (A — X - Id) = pa(X) = [[;21(X — N)* das dber C in Li-
nearfaktoren zerlegte charakteristische Polynom von A, so gilt V,(\;) = s;.
Hingegen sei

Vg(A) == dim Eig(A; \)
die geometrische Vielfachheit eines Figenwerts A. Hier ist

Eig(A;\) = Ker(A— \-1d)

der Eigenraum zum FEigenwert \. Eigenwerte X mit V,(\) = V,(\) nennt
man auch nicht-defekt. Ein Polynom my € K[X| minimalen Grades, fir
das

ma(A) =0,

wird Minimalpolynom von A genannt (und ist bis auf konstante Faktoren
eindeutig bestimmt). Ist 0(A) = {\1,...; A} C C das Spektrum von A und

m

ma(X) = (X = x)"

i=1
die Zerlegung des Minimalpolynoms in Linearfaktoren tiber C, so gilt

l; = index(\;).

C.2. Jordan-Normal-Formen

SaTz C.2 (Jordan-Normal-Form). Sei A € C"*" eine komplezwertige Ma-
triz. Sei 0(A) = {\1,..., \m} die Menge der Figenwerte, also das Spektrum
von A. Dann gibt es eine zu A dhnliche Matriz J4 in Jordan-Normal-
Form der Gestalt

[(JA))\ll]

[(Ja)au]
Ja = ;

[(Ja)Am1]

[(J4) A
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wobei die (Ja)r; = (Ja)r,; Jordan-Késtchen genannt werden und die
folgende Gestalt haben:
A 1
A
(Ja)re = ‘
1
Ak

Es gelten weiter die folgenden Tatsachen:
(1) Fir die Anzahl ji, der Jordan-Kistchen eines Eigenwerts Ay gilt:

Ik = Vg(Ar)-

(2) Bezeichnen wir die Grife eines Jordan-Kdstchens (Ja)g; mit ly;
und setzen weiter [, ;= max; ly;, so

Iy = index (k).

(3) Anzahl, Grifle und Beschaffenheit der Jordan-Kdstchen sind bis auf
die Rethenfolge eindeutig bestimmt und demnach Invarianten unter
Ahnlichkeitstransformationen.

BEWEIs. Siehe z.B. [Mey00], Seite 590. O

KOROLLAR/DEFINITION C.3. Ist V ein n-dimensionaler C-Vektorraum und
F :V — V ein Endomorphismus, so gibt es eine Basis von V, beziiglich
derer die Matrizdarstellung Ap € C"™™ von F Jordan-Normal-Form hat.
Eine entsprechende Basis nennen wir auch Jordan-Normal-Basis.

BEWEIS. Das ist offensichtlich, da Ahnlichkeitstransformationen Basiswech-
seln entsprechen. O

KoroLLAR C.4. Ist V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und F :
V — V ein Endomorphismus und ist o(F) = {\1, ..., \mm} das Spektrum von
F, so

m  Jk

V=B E W),

k=1 j=1
wobei die Jordan-Normal-Formen von Matrizdarstellungen von F,; := F|Wk]-
gerade einzelnen Jordan-Kdstchen entsprechen und es gilt F(Wy;) C Wy;.

BeEweis. Mit Korollar C.3 finden wir eine Basis von V', beziiglich derer die
Matrixdarstellung von F'in Jordan-Normal-Form ist. Gruppiert man die Ele-
mente der Jordan-Normal-Basis, so dass je eine Gruppe ((wg;)1, .-, (Wkj)1,;)
einem Jordan-Késtchen entspricht, so erhdlt man die Behauptung, indem
man Wy; = span{(wk;)1, .., (wi;)i,, } setzt. O

KOROLLAR C.5. Ist V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum und F :
V — V ein Endomorphismus, ist o(F) = {\1,..., \;,} das Spektrum von F

und
m

mp(X) = [J(X = X)"

=1
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das in Linearfaktoren zerlegte Minimalpolynom, so gibt es einen Unterraum
W von V, so dass die Matrizdarstellung (Ja)p),, von F|w beziglich ihrer
Jordan-Normal-Basis die folgende Gestalt hat:

[(JA)M]
J
(JA)(F\W) = [( A))\Q] c Cdengxdeng’
[(Ja)An]
wobei die (Ja)yx, gerade Jordan-Kdstchen
A1
(Ja)x, = A e Clixk
S

Ai

entsprechen.

BEwEIs. Da die Exponenten der Linearfaktoren I; des Minimalpolynoms
mit dem Index der entsprechenden Eigenwerte iibereinstimmen, findet man
fiir jeden Eigenwert \; in der Jordan-Normal-Darstellung von F' ein Jordan-
Késtchen der Grofie [;. Wahlt man die entsprechenden Basismitglieder der
Jordan-Normal-Basis, so erhédlt man die Behauptung. O

SATz C.6 (Reelle Jordan-Normal-Form). Sei A € R™*™ eine reellwertige Ma-
triz. Sei 0(A) C C das Spektrum der (mdglicherweise echt komplezen) Ei-
genwerte von A. Fir jeden echt komplexen Figenwert A ist auch der komplez
konjugierte Wert X\ ein Eigenwert und wir kénnen das Spektrum schreiben
als

o(A) = or(A) Uoc(A),
wobei
or(A) ={\,., M} CR
und
oc(A) = {11, i1y oo Ams Am ) € C\ R.
Dann gibt es eine Basis {v1,...,v,}, so dass fir den Isomorphismus S mit

S(e;) = v, 1 =1,...,n und die Bezeichnung J4 = S~1AS gilt:
[(Ja)11]
[(Ja)17:]

Ja = ;
[(JA)ml]

[(']A)mjm]
(C.1)
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wobei die (Ja)rj, k € {1,...,7},7 € {1, ..., ji} zu reellen Eigenwerten gehoren
und den tblichen Jordan-Kdstchen

A 1
Ak

1

Ak

entsprechen. Fir echt kompleze Eigenwertpirchen A\, = |\|e?, A\, = | \g|e ™™
haben die Kdstchen (Ja)g;, k € {r+1,....,m},j € {1,...,jx} die Gestalt

[Ak|cosdy [ Ak |siney 1 0
—|Ak|singr  |Ag|cosdr 0 1
[Ak|cosdy [Ax[sindy
—|Aklsingr  [Ak|cosdr . (C.2)
' 1 0
0 1
[Ak|cosdr | Ai|sindy

—|Ak|sindr  |Ak|cosdr
Weiter gilt:

(1) Fir die Anzahl ji, von Jordan-Kdstchen, die zu einem reellen Eigen-
wert bzw. Pdrchen komplex konjugierter Figenwerte A\ bzw. A\, A
gehoren, gilt

(2) Bezeichnen wir die Grofle eines Jordan-Kdstchens (Ja)y; mit l;
und setzen weiter lj, :== max; ly;, so fiir Kdstchen reeller Eigenwerte

Il = index ()
und fiir Kistchen komplex konjugierter Eigenwertpirchen (A, )
l), = index(\g) + index(N\y,) = 2 - index(\g).

(3) Anzahl, Grifle und Beschaffenheit der Jordan-Kdistchen sind bis auf
die Reihenfolge eindeutig bestimmt und demnach Invarianten unter
Ahnlichkeitstransformationen.

BEWEIS. Mit dem Satz iiber die Jordan-Normal-Form finden wir eine (im
Allgemeinen) komplexe Matrix 7' € C"*", so dass A = T~ AT die Jordan-
Normal-Form annimmt. Wir setzen z; := T'(e;). Die z; konnen fiir echt re-
elle Eigenwerte reell gewihlt werden (sie entsprechen den rellen Eigen- und
Hauptvektoren der zugehorigen Eigenwerte). Fiir echt komplexe Eigenwerte
A, bemerken wir: Gibt es ein Jordan-Késtchen (Ja)y,j,7 € {1,..., ji}

A 1
Ak

Ak
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der Grofe [y, so auch ein Jordan-Késtchen (Xk bezeichne den zu )\ komplex
konjugierten Wert)
DY

Ak
1

Ak
derselben Gréfle, denn seien {Z(kj)l,.--az(kj)lk.} die zum Jordan-Kéastchen
J
gehorenden Vektoren, so gilt

Az(k.) _ )‘Z(k’j)l firli=1 ©3)
D gy + Az ) i =2,

und damit, einer einfachen Rechung folgend, da A reell ist, (wir setzen z =
x — iy fiir z = z + iy mit =,y € R")

AZ(k.) = sz(kj)z ~ firl=1 ' (C.4)
DT s+ Mgy BT L= 2,0,

Hieraus folgt das soeben Behauptete, da auch die k)10 2y, linear
J
unabhéngig sind. Wir setzen nun fiir alle Pdrchen von Jordan-Késtchen

(Ja)aujs (Ja)s, ; von echt komplexen Eigenwerten A\, und I =11, ..., li;

1 _

kjy = 5 (2 T Zkj),) und (C.5)
1 _

Yikin = 5; Bk — Zin)- (C.6)

Offensichtlich sind alle diese Vektoren linear unabhéngig. Fiir die so definier-
ten Vektoren fiir ein Pdrchen von Jordan-Késtchen gilt nun (der Einfachheit
halber bezeichne (kj); mit /) fiir { =1

1
Ax; = §A(Zl +z)
1 . )
- |Ak\§(el¢kzl +e k)

= % | Ak| - [(cosgy 4 isingy) (1 + iy1) + (cosy, — isingy)(x; — iy1)]

= |\k| - (cosprx; — sinory;)
(C.7)

und fiir [ = 2, ..., 1,

1
Az = §A(Zl +z)

1 1 . .
= 5(21_1 +2Z-1) + ])\kb(e“b’czl + 6_Z¢k51)

=211 + [ M| - (cosopa — singpy).

(C.8)

Analog schliesst man

e fir ] —
Ay, — | Akl - (singr; + coSPkY1) ir I=1 (©.9)
Yi—1 + [Ak| - (singpa; + cospry;) fir I =2,..., Iy
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Bemerkt man die lineare Unabhéngigkeit aller x;, y; und ergénzt sie mit den
reellen Eigen- und Hauptvektoren von A zu einer Basis, erhilt man die Be-
hauptungen des Satzes, wobei die Eigenschaften (a), (b) und (c) aus den ent-
sprechenden Eigenschaften der komplexen Jordan-Normal-Form folgen. [

Wir erhalten zu den obigen Korollaren analoge Resultate:

KoroLLAR C.7. Ist V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und F : V —
V' ein Endomorphismus, so gibt es eine Basis von V, beziiglich derer die
Matrizdarstellung Ap € R™ "™ von F reelle Jordan-Normal-Form hat. Fine
entsprechende Basis nennen wir auch (reelle) Jordan-Normal-Basis.

BEWEIS. Das ist wiederum offensichtlich, da Ahnlichkeitstransformationen
Basiswechseln entsprechen. O

KoroLLAR C.8. Ist V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und F :
V — V ein Endomorphismus, und ist o(F') das Spektrum von F, so

o(F) = or(F) U oc(F),
wobei
or(F)={A1,... N} CR
und
oc(F) = {va1, Mt 1y oo Ams Am } € C\ R,

Echt komplere Figenwerte treten also als zueinander komplex konjugierte
Pdérchen auf. Weiter

wobei die Jordan-Normal-Formen von Matrizdarstellungen von F,; := F|Wk]-

gerade einzelnen reellen Jordan-Kdstchen entsprechen und es gilt F(Wy;) C
Wi

BeEweis. Mit Korollar C.7 finden wir eine Basis von V, beziiglich derer
die Matrixdarstellung von F' in reeller Jordan-Normal-Form ist. Gruppiert
man die Elemente der reellen Jordan-Normal-Basis, so dass je eine Gruppe
((wkj)1, -y (wij)iy,; ) einem reellen Jordan-Késtchen entspricht, so erhdlt man
die Behauptung, indem man Wy; := span{(wg;)1, ..., (Wk;)i,,; } setzt. O

Mit Hilfe der Jordan-Normal-Form lasst sich der folgende Satz beweisen, der
bei uns in Kapitel 2 zur Anwendung kommt.

SaTtz C.9 (Neumannsche Reihen). Sei A € C"*". Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(a) (Id — A) ist invertierbar und

k
lim Y A'=(Id— A~

k—o0 4
=0
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(b)
Jim_ Ak = 0.
(c)
p(A) < 1.

BEWEIS. Siehe [Mey00], Seite 618. Der Beweis nutzt im Die Aquivalenz von
(b) und (c) folgt im Ubrigen leicht aus Lemma C.10. O

C.3. Zwei technische Lemmata

Fiir Jordan-Késtchen gilt:

LEMMA C.10. Sei M € C**" yon der Gestalt

M entspreche also einem einzelnen Jordan-Kdistchen. Dann gilt fir j =
L,...,n und e; = (0,..,0,1,0,...,0)7
J

n

Mre; =3 ( ¢ ,)v—u—wei, (C.10)

PV
wobei (g) =0 firl>j,1<0 und (8) = 1.

BEWEIS. Vollstdndige Induktion iiber k:
k=0:

n

0\ . . 0 o
0, _ .. _ —J,. _ 0—(j—i),,.
M'e;=e; = <0>)\J lej = E (j i))\ I Ve;.

i=1

k — k + 1: Gelte das Behauptete fiir £ > 0. Zunéchst gilt offensichtlich

Me, — Ae; +e;i_1 fl:lrz::2,...,n, (C.11)
Ae; fiir ¢ = 1.
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Damit
i=1
(v
=1
cu ( k ARFI=G=D) g, 4 Zn: k AR (e + €i1)
J—1 im T
LEIZ0d 5 ( " ) =G, 45 ( " ) AUy
= \J = M T
j il
_ e )\k+1—(]—z)ei + < . ' >)\k—(J—z—1)ei
;<J—1> ; j =@+
i1

i 1[<'— (];+ 1)) " (jﬁi>])\k+1_(j_i)ei

Als Korollar erhalten wir

KoROLLAR C.11. Ist M € C™*™ yon der Gestalt

Al
M = A ,
1
A
so firi,j=1,...,n
(Mk)z — k A= —9)
J ] —q ’
wobei (’;) =0 firl >k oder Il <0 gesetzt sei.
BEWEIS. Das folgt aus obigem Lemma, bemerkt man, dass (M*);; = (M*e;);.
O

Analog gilt fiir reelle Jordan-Késtchen:
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LEMMA C.12. Sei M € R?™2" wobei x € R, von der Gestalt

rcosyp  xsing 1 0
—xsing xTcosp 0 1

rCcosp  xsing
—xsing xTCcosp
1 0

0 1
rcosy  xsing
—x8ing TCoso

(C.13)

M entspreche also einem reellen Jordan-Kdstchen. Wir schreiben
e = (0,...,0,2411,0,...,0)T, (C.14)
fi = (0,...,0,21,,0,...,0)T (C.15)

firi=1,...,n. Dann gilt fir j =1,...,n

Mfej=3 (j ’ z) U0 (cos(h — (7 = )¢+ i — sin(k — (j = )6 - fi),
=1

Aﬂb=§:<k>“*“Mm%—u—QWJﬁwm@—u—m¢@x
=1

wobei (%) =0 flirl > 5,1 <0 und (8) = 1.

BEWEIS. Vollstdndige Induktion iiber k:
k=1:
Wegen ({) =0fiirl > j,1 <0 gilt

- (O)ﬁ“”%mm—U—OMM+gmm—U—M@M-
= (C.17)
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Zunéchst gilt offensichtlich:

Y rcospe; — xsingf; +e;_1  firi=2,...,n,
e; =
' rcospe; — xsingf; fiir i = 1,

(C.18)

M = xsinge; + xcosof; + fi_q1  firi=2,...,n,
") zsinge; + zcosd f; fiir i = 1.

Wir setzen ay,; := cos(k — j + )¢ und by ; := sin(k — j + )¢. Zunéchst gilt
offensichtlich

agit1 = agq1, und by i1 = bpy. (C.19)

Mit den Additionstheoremen folgt weiter

k1,4 = Q) ;COSP — by 151ND

b1, = bricosd + ay ;51ne. (C.20)

Mit diesen Bezeichnungen folgt unter Beachtung der Induktionsvorausset-
zung, Gleichung C.18 und weiter wegen ( ) = 0,! < 0 mit Indexverschiebung
zunéchst:

n k o
Mo, = M(MFey) T My <j " i)«Tk_(]_Z)(ak,z‘ei — biifi))
= > ( ' .>x’“—<ﬂ'—“<ak,iM<ei> — b M(f3)
i=1

Jj—i

C.18 <j ﬁ 1>xk_(j_1)(ak,1(xcos¢ e —xsing - f1)
—bi1(zsing - e1 + xcos¢ - f1))
+ Z <] - z> —U- ’)(ak i(xcosp - e; — xsing - fi + e;_1)
—byi(zsing - e; + xcoso - fi + fi—1)).
J
= Z ( ' > 200 (ay i (cose - e — sing - f;)
—bi(sing - e; + cos¢ - f;))

+ <] 11 >xk—(j—(i+1)) (ak,z'+1€i _ bk,z’—i—lfi)

b
;_-
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C. JORDAN-NORMAL-FORMEN

Damit weiter unter Beachtung der Gleichungen C.19,C.20

(C.19),(C.20) k

MFtle;

> xk—‘rl_(‘j_i)(ak—‘,-l,iei - bk-i—l,ifi))

k k1 (j—i
+ S §=4) i€ — bkt fi
] N
R HCE)=CY I g o
=) & =62 <.+ > M0 (g6 — brgifi)
iz1 N T
k+1 (i
+<j N j>$k+l U (aps ges — brrfi)

1 o
Z <k - .>9€k+1_(]_z)(ak+1,i€i — bry1,ifi)-

Die Aussage fiir f, folgt durch eine ebenso miithsame, technische Rechnung

unter Verwendung der Addtionstheoreme.

KOROLLAR C.13. Ist M € R?"*2" yobei z € RT, von der Gestalt

rCcosp  xsing 1
—xsing xcoso 0
TCOSP
—xsing

so firi,57 =1,...,n, wobei wiederum

(

k

k

(M*)9i—1.9j1
(M*);.95—

(j_z.) =0~ cos(kep)
- (j_i) 2P~ sin(ke) (]’iz) 2F=0=Dcos(ko)

O
0
1
TSing
Tcoso
1 0
0 1
rcosy  xsing
—x8ing TCoso
(C.21)

") =0,0>k1<0
(Mk)2i—1,2j>

1 (MF)gi9;
(J]fz) 2F =0 sin(ke)

) |

BEWEIS. Das sieht man mit Lemma C.12 unter Beachtung der dortigen Be-

zeichnungen und von
(M"*)9; 191
(M*)35-1.2
(M*)g; 951
(M*)2i,2

ez-TMkej,
el Mk,
fFMPe;,
fEME ;.



ANHANG D

Korollare des Satzes von Jacobi

An dieser Stelle filhren wir zwei technische Lemmata auf, die als Korol-
lare des Satzes von Jacobi interpretiert werden kénnen. Diese Lemmata sind
im ersten Teil dieser Arbeit fiir die Stabilitdtstheorie hilfreich.

SATZ D.1 (Satz von Jacobi). Sei a € RT \ Q eine positive, irrationale Zahl
und sei b € QT eine positive rationale Zahl. Dann gilt:

Vee RT 3(kl)e (N* xNT): |k-a—1 b <e. (D.1)
BEWEIS. Siehe [Bil65], Seite 10. O

LEMMA D.2. Sei ¢ €]0,27]. Dann gelten

n—1
1
lim — Z cos(k¢) =0 und (D.2)
1 n—1
lim — in(ko) = 0. D.
ngmgmmwo (D-3)

BEWEIS. Betrachte die komplexe Zahl ¢’ = cos¢+ising. Weiter gilt e!v¢) =
cos(k) + isin(k¢). Die endliche geometrische Reihe liefert weiter

n—1 ;
, 1 — ¢i(n9)
VneN: |3 o)) = |—
1—ei®
k=0 (D.4)
N R M ]
- 1— e 1—ei®
Damit folgt
1 n—1 .
0= lim —» ¢k
1 n—1
= lim - Z cos(ko) 4 isin(ko) (D.5)
k=0

n—oo

n—1 n—1
= lim (% Z cos(ko) + Z% Z sin(ke)).
k=0 k=0

Es folgt die Behauptung, da eine Folge komplexer Zahlen genau dann kon-
vergiert, wenn es die Folgen der Real- und Imaginérteile tun. (]
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LEMMA D.3. Sei ¢ € [0,2n[. Dann gibt es eine Folge monoton wachsender,
natirlicher Zahlen (kj)jen mit

lim cos(kj¢) = 1 und (D.6)
j—o0
lim sin(kj¢) = O. (D.7)
j—o00

BEWwWEIS. Wir haben zwei Fille zu unterscheiden:
(1) ¢ =¢q-7mit g € Q und
(17) p=s-mmits e R\ Q.
In Fall (i) schreiben wir ¢ = I mit ny,ny € N. Fiir n; 1= 2jny, j € N gilt
cos(n;p) = cos(2jnap) = cos(jni(2m)) (D)
=cos(2m) =1 ’
Damit haben wir eine Teilfolge (a,; := cos(n;¢));en, die gegen 1 konvergiert.

Fall (i) ist etwas komplizierter. Mit Satz D.1 findet man nun fiir alle n € N

ein ky,l, € N, so dass

1
lkp s — 1, - 2] < —. (D.9)
nm
Man bemerkt

VYn € NIN >n: ky > ky,

da ansonsten die Menge der k, und dmait auch die der /,, endlich wire und
die Rationalitdt von s folgen wiirde. Mit dieser Erkenntnis konstruieren wir
Teilfolgen (ky;,ln;)jen, so dass

lim (|kp,;sm — In;27]) = 0.

j—00
Wegen Vz,y € R : |cos(x) — cos(y)| < |x — y| folgt weiter

Vj € N:0 < |cos(ky,sm) — cos(ly,2m)| < |k sm — In,; 27|
und damit (Sandwich-Theorem)

lim (cos(kp,sm) — cos(lp,;2m)) = 0.
j—00

Wegen cos(l,,;2m) = 1 fiir alle j € N folgt

lim cos(kp, sm) = 1.
j—o0

Aus cos?(ky, s7) + sin®(kn; sm) = 1 folgt auch

lim sin(ky;sm) =0
j—00

und damit die Behauptung. O
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