Analyse Russisch Kaartspel
Het Russisch kaartspel is een puzzel met het volgende vraagstuk:

Uit een pak van zeven kaaren, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 trekken Anne (A) en Bert (B) ieder drie kaarten. Cath (C) krijgt de overgebleven kaart. Hoe kunnen Anne en Bert elkaar openlijk informeren over welke kaarten zij bezitten zonder dat Cath één van de kaarten van Anne of Bart te weten komt? 

Hieronder zullen we een logische analyse geven van het Russisch kaartspel. We zullen de Krikpe modellen, die aan het begin van het spel voor de spelers van toepassing zijn, definiëren en tevens aangeven welke vormen van kennis er dan gelden. We hebben zelf een generieke oplossing bedacht voor het vraagstuk en we zullen aantonen dat deze oplossing werkt. Tevens zullen we voor deze oplossing de  Kripke modellen en de bijbehorende soorten van kennis behandelen. 
Beginsituatie

Spelregels (Common Knowledge)
De spelregels zijn aan het begin van het spel gecommuniceerd aan speler A, B en C en zijn dus tevens common knowledge gedurende het hele spel. Van toepassing is dus de volgende common knowledge:

· het spel bevat de kaarten 1 tot en met 7, die alle precies één keer voorkomen

· spelers A en B hebben drie kaarten, speler C heeft één kaart

· spelers A en B spelen tegen speler C

· spelers A en B winnen wanneer zij de kaart van speler C weten

· speler C wint door tenminste één van de kaarten van speler A of B te achterhalen
Definitie Kripke Modellen
We zien de drie spelers A, B en C als agents en modelleren de situatie formeel als volgt:

· We gebruiken een set P = {p1, p2, ...., p7} van propositionele atomen, waar het atoom pi staat voor welke persoon kaart i in handen heeft.

· We definieren een kripke model M = < S, (, RA, RB, RC >, waar S = {s =  < s0, s1, ..., s7 > | si ( {a, b, c}} is een verzameling werelden, die de mogelijke situaties beschrijft van de verdeling van de zeven kaarten: si = A betekent dat persoon A bezit kaart i.
· Rk is de toegankelijkheidsrelatie die wordt geassocieerd met persoon k, gegeven door de volgende definitie: stel s = < s1, s2, ..., s7 > en s’ = < s1’, s2’, ..., s7’ > dan :

Rk(s, s’) ( sj = sj’ voor alle sj waarvoor geldt sj = k
De betekenis die achter deze laatste toegankelijkheidsrelatie schuil gaat, is dat speler k alleen weet wat zijn eigen kaart is en de kaarten van de overige twee spelers niet kan observeren. Hij houdt dus alleen die werelden voor mogelijk waarin hij de kaarten heeft die hij ook daadwerkelijk bezit.

Kripke modellen

Hieronder geven we de kripke modellen weer die aan het begin van het spel gelden voor de afzonderlijke spelers. Hierbij hebben we voor het gemak de situatie genomen waarbij de kaarten als volgt verdeeld zijn:

Speler A heeft kaarten 1, 2, en 3

Speler B heeft kaarten 4, 5, en 6

Speler C heeft kaart 7

Uiteraard zijn onderstaande modellen zijn ook van toepassing zijn op alle andere mogelijke verdelingen van kaarten.

Spelers A en B houden ieder vier werelden voor mogelijk, die alle toegankelijk zijn vanuit de huidige wereld. Er is sprake van vier mogelijke werelden, omdat er vier kaarten overblijven (die zij zelf niet hebben) waarvan één in bezit is van speler C.


Voor agent C zijn er meer toegankelijkheidsrelaties dan voor de overige twee agents, omdat voor persoon C zes van de zeven kaarten kunnen variëren. Bij elke verdeling van kaarten houdt persoon C twintig werelden voor mogelijk. 
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Kennis
In de beginsituatie zijn alleen bovengenoemde spelregels common knowledge, omdat er nog geen openlijke communicatie heeft plaatsgevonden. Voor de afzonderlijke spelers geldt dat zij inviduele kennis hebben over hun eigen kaarten; zij weten welke kaarten zij zelf in handen hebben. Dit resulteert in de volgende formules:

(M, s) |= Cφ, waarbij φ omvat de spelregels

(M, s) |= Ka (s1= a ^ s2 = a ^ s3 =a)
(M, s) |= Kb (s4 = b ^ s5 = b ^ s6 = b)

(M, s) |= Kc s7 = c 

Na eerste communicatie 
Voor de generieke oplossing die wij gevonden hebben, vindt de volgende communicatie plaats: Speler A communiceert openlijk en vertelt de uitkomst van de modulo 7 van de som van zijn kaarten, in formule:
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Kripke modellen

De common knowledge is veranderd. De modulo 7 van de som van A’s kaarten is namelijk toegevoegd aan de common knowledge. Voor de spelers A, B en C worden de Kripke modellen nu als volgt
Speler A
Aangezien speler A al op de hoogte was van de kaarten in zijn hand, verandert de individuele kennis van speler A niet. Ook het Kripke model blijft gelijk en ziet er als volgt uit:
Speler B

Speler B heeft inmiddels wel nieuwe kennis gekregen van de kaarten van persoon A. Deze nieuwe kennis leidt ertoe dat persoon B weet wat voor kaarten spelers A en C in handen hebben. Dit resulteert in het volgende Kripke model:
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Speler B heeft dus enkel toegang tot de werkelijke staat. Kortom, persoon B weet de verdeling van de kaarten. Hieronder volgt een informeeel bewijs.
Speler B houdt in de beginsituatie vier werelden voor mogelijk. De som van de kaarten van persoon A is in elk van die werelden verschillend. De som van de kaarten van speler A is gelijk aan de som van de vier kaarten onbekende kaarten  (een vaste som) min de waarde van de kaart die speler C heeft. Omdat persoon C in elk van die vier toegankelijke werelden een andere kaart heeft, is de som van A’s kaarten uniek.
De som van A’s kaarten, die speler B in de beginsituatie mogelijk acht, kan variëren tussen maximaal zeven waarden. Immers, de kaart die speler C in handen heeft (en die de som van A’s kaarten indirect bepaalt) kan maximaal varieren tussen de 1 en de 7. Als B nu weet wat modulo 7 is van de som van A’s kaarten, heeft hij uitsluitsel over  welke kaarten speler A in handen heeft. Hieronder volgen twee voorbeelden ter illustratie:

voorbeeld 1

Speler A heeft kaarten 2, 4, 6
Speler B heeft kaarten 1, 3, 5 

Speler C heeft kaart 7

De som van A’s kaarten kan volgens speler B zijn: 12, 13, 15 en 17. Omdat het verschil tussen de hoogst en laagst mogelijke som kleiner dan zeven is, geldt niet alleen dat de som uniek is voor een bepaalde set, maar ook de modulo 7 van de som. Nu meldt speler A dat de som van zijn kaarten modulo 7 gelijk is aan 6. Speler B weet nu wat de kaarten zijn van speler A
voorbeeld 2

Speler A heeft kaarten 4 2 7

Speler B heeft kaarten 3 1 6

Speler C heeft kaart 5

De som van A’s kaarten volgens speler B zijn: 11, 13, 14 of 16. Hier is het verschil tussen de hoogst en laagst mogelijke som gelijk aan 5 (persoon C heeft minimaal kaart 2 en maximaal kaart 7). Speler A zal melden dat de som van zijn kaarten gelijk is aan 6 en speler B weet de kaarten van speler A.
Speler C

De inviduele kennis van speler C is tevens veranderd. Daaraan is namelijk toegevoegd wat de modulo 7 is van de som van A’s kaarten. Hiermee is ook het Kripke model van speler C veranderd. Hieronder wordt het Kripke model weergegeven voor speler C. Om overzichtelijkheid te handhaven, hebben we geen pijlen gebruikt in het model. De kleuren geven de posities van de pijlen aan. Er zijn drie werelden van elke kleur. Van één kleur zijn er twee werelden. Vanuit elke wereld is er toegang tot de eigen wereld en tot de overige werelden in dezelfde kleur. Dit betekent dat er in elke staat twee of drie werelden toegankelijk zijn.
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Uit bovenstaande wereld blijkt waarom speler C na de nieuwe kennis over A’s kaarten het spel nog niet gewonnen heeft. Voor de werelden die speler C namelijk overhoudt geldt dat zij geen enkele kaart gemeenschappelijk hebben voor speler A of B. Bij alle mogelijke verdelingen van kaarten geldt deze situatie. Voor speler C valt dus weliswaar een groot aantal mogelijke werelden af, maar er blijven er precies genoeg over om te voorkomen dat speler C het spel kan winnen. 
Kennis

Als we uitgaan van perfect redenerende agents, geldt de volgende kennis:

(M, s) |= C (φ ^ som_mod7(a) = 6 ^ Kb ψ )  
(φ = spelregels, ψ = verdeling van de kaarten) 

(M, s) |= Ka (s1= a ^ s2 = a ^ s3 =a ^ som_mod7(a) = 6)

(M, s) |= Kb (s1= a ^ s2 = a ^ s3 =a ^ s4 = b ^ s5 = b ^ s6 = b ^ s7 = c) 

(M, s) |= Kc (s7 = c ^ som_mod7(a) = 6)

Na tweede (laatste) communicatie 
Speler B is inmiddels op de hoogte van de verdeling van de kaarten. Het spel is echter nog niet afgelopen. Om te winnen moeten Spelers A en B namelijk beiden weten welke kaarten zij bezitten. De laatste stap van de oplossing is relatief simpel. Speler B weet welke kaarten A en C bezitten. Hij moet speler A informeren over zijn eigen kaarten, maar kan dat niet rechtstreeks doen. Dan zou speler C namelijk tevens de kaarten van speler B weten en wint speler C. Speler B kan het beste zodanig communiceren dat speler C geen nieuwe kennis krijgt. Dit is mogelijk door te vertellen welke kaart speler C bezit. In dat geval kan speler A beredeneren welke kaarten speler B heeft en verandert de indiviuele kennis van speler C niet. Speler B zegt dus: speler C heeft kaart 7 (s7 = c) 
Kripke modellen

Speler A weet nu welke kaart C heeft. Er vallen daarom drie mogelijkheden af, en vanuit elke wereld is alleen de eigen wereld toegankelijk.
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De kripke modellen van speler B en C veranderen niet. Zij hebben immers geen nieuwe kennis gekregen over de kaarten van een ander.

Kennis

Als we uitgaan van perfect redenerende agens geldt de volgende kennis:
(M, s) |= C (φ ^ som_mod7(a) = 6 ^ Kb ψ  ^ Ka ψ)  

(φ = spelregels, ψ = verdeling van de kaarten) 

(M, s) |= Ka (s1= a ^ s2 = a ^ s3 =a ^ s4 = b ^ s5 = b ^ s6 = b ^ s7 = c)

(M, s) |= Kb (s1= a ^ s2 = a ^ s3 =a ^ s4 = b ^ s5 = b ^ s6 = b ^ s7 = c)

(M, s) |= Kc (s7 = c ^ som_mod7(a) = 6)

Speler A en B weten nu beiden welke kaarten zij bezitten en winnen het spel.

Speler C verliest.
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FULL CONNECTIVITY
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